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بـراي   .اسـت آن با روش اجزاي محـدود   ي و مقايسه هم هندسهبه روش  انشسكتحليل ديناميكي مسائل دوبعدي  موضوع اين مقاله چكيده
 ـ ها استفاده از توابع پايه اسپلاينديفرانسيل حاكم با ي  معادله سازي رابطه اين منظور در آن از مثـال كـه    چنـد بـا طـرح   . مـده اسـت  دسـت آ  هب
. شـده اسـت   پرداختـه  هندسـه  هـم ي اجزاي محدود و ها ي روشها جوابي  به مقايسه جرم سازگار و متمركز استفاده شده است، يها ماتريس

چـون در  به علاوه،  .گرفته استمورد بررسي قرار  جواب بر دقت ها درجه منحني اسپلاين يشو افزا وارسيثير افزايش تعداد نقاط تأهمچنين 
نتايج حاصـل، دقـت بـالاي     .شده است پرداختهله ابر حل مس ࢽو  ࢻي ها عامل رثيبه تأ ،استفاده شدهش نيومارك تحليل ديناميكي گذرا از رو

عـاد  تـري از درجـات آزادي و در نتيجـه كـاهش اب     كارگيري تعداد بسيار كم هرغم ب را در مقايسه با روش اجزاي محدود، عليهندسه  روش هم
  .دهند نشان ميدستگاه معادلات و زمان حل مسأله، 

 

  .و متمركز ، ماتريس جرم سازگارها ، اسپلاينتحليل ديناميكي گذرا، هندسه همروش   كليديهاي  واژه
 

 
Comparison of Isogeometric Analysis and Finite Elements in Dynamic 

Analysis of 2D Elasticity Problems 
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Abstract  Dynamic analysis of two-dimensional elasticity problems using the Isogeometric analysis 
method and its comparison with the finite element method is the subject of this research. For this 
purpose, formulation of the governing differential equation is obtained by using the B-spline basis 
functions. Some numerical examples employing consistent and lumped mass matrices are presented in 
order to compare the results of Isogeometric analysis and finite elements. The effect of increasing the 
number of control points and the degree of B-spline basis functions on the accuracy of the solution are 
also investigated. Furthermore, since the Newmark method is employed for transient dynamic analysis, 
the effects of parameters ߙ and ߚ on the solution accuracy are investigated. The obtained results 
demonstrate higher accuracy of the isogeometric analysis method in comparison with the FEM, despite 
employing fewer numbers of degrees of freedom and consequently reduction in the dimensions of system 
of equations and computational effort. 
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  مقدمه
 روي مهندسان و محققان مسائلي كه فرا تحليل مروزها

كند كـه  به حل معادلاتي مي گيرد، آنان را ملزمقرار مي
در بيشتر مواقع حل . هستند اغلب به شكل ديفرانسيلي

 ي تحليلـي مقـدور نيسـت و   هـا  روشاين معادلات به 
ــه ــد از روش ناچــار ب روش ي عــددي از قبيــل هــا باي

، (Finite Difference Method) محـدود  يهـا  تفاضـل 
، (Finite Element Method) روش اجــزاي محــدود

ماننـد  ؛ )Meshless Method( ءجـز  هاي بـدون روش
و  )Finite Point Method(روش نقـــاط محـــدود 

 هندسـه  هـم  تحليـل  ماننـد روش ي جديدتر؛ ها روش

)Isogeometric Analysis Method(  اين . كرداستفاده
مده و دو هدف اصلي هر يك در پي ديگري آ ها روش

ايجـاد   ايـن اهـداف عبارتنـد از اولاً   . انـد  را دنبال كرده
 ايجـاد امكانـاتي   و سرعت بالاتر و ثانيـاً  ، دقتكارايي
ي هـا  و رفع مشكلات روشل ئبراي حل مسا جديدتر
  .پيشين
اســتفاده از روش اجــزاي محــدود در تحليــل      
هاي پيچيده و مكانيك محاسباتي به امري معمول  سازه

ايـن  ي  شايد بتوان گفت كه توسـعه . ده استتبديل ش
افزارهاي متعدد  و وجود نرم ي گذشتهها روش در سال

روش در علوم مختلف تجاري سبب كاربرد وسيع اين 
امـا  . شده است محاسباتي سازه و مكانيك از جمله در

 بـودن روش  دار نظـام بايد دانست مزايايي مهـم ماننـد   
سازي  زننده، مدل در يافتن توابع تقريب اجزاي محدود

و  اه ـ ي پيچيده، قابليـت تبـديل بـه الگـوريتم    ها شكل
ها، از علـل  رايانهو پيشرفت سريع  اي ي رايانهها برنامه

امـا روش   .باشـد  فراگير شدن استفاده از اين روش مي
كه از آن جمله  ي محدود داراي معايبي نيز هستاجزا
شـبكه  يعنـي   (امل مدل تحليلتوان به عدم تطابق ك مي

خطاي ناشي از  نظر وموردي  با هندسه) اجزاي محدود
و وقـت قابـل   صـرف هزينـه    همچنـين . آن اشاره كرد

ــد شــبكه  ــراي تولي ــدي  توجــه ب ــه امناســب بن ز جمل
. شـود مشكلات روش اجزاي محـدود محسـوب مـي   

له به طور ميانگين براي حل يك مسـأ شود كه گفته مي
له حل مسأزمان درصد از  هشتاداجزاي محدود حدود 

 .ودش صرف توليد شبكه اجزاي محدود مي
 هـا  اسپلاينل با استفاده از ئعددي حل مساروش   

بـراي   2005در سال مفاهيم آن است كه  روشي جديد
و همكـارانش   )T.J.R Hughes(اولين بار توسط هيوز

ايـن روش  . [1] معرفي گرديـد  هندسه همبا نام روش 
ــته  ــأ  وابس ــي از مس ــك درك هندس ــر ي ــد ب له و تولي
و نوع توانمندتر  ها با استفاده از اسپلاين آني ها جواب

 )Non-Uniform Rational B-Spline( آن يعنـي نربـز  
ي اصلي اين روش بر اسـتفاده از همـان    ايده. باشد مي

و ه  توابع پايه نربز مورد استفاده براي توليـد هندسـه،   
. ي ديفرانسيل استوار اسـت  منظور تقريب پاسخ معادله

توان گفـت كـه بـا ابـداع ايـن روش       يب ميبه اين ترت
فرايندهاي طراحي و تحليل در يكديگر ادغـام شـدند   

ي  توانــد پيشــبرد عظيمــي در زمينــه كــه ايــن امــر مــي
تا كنون ايـن روش در  . ار آيدي عددي به شمها روش
ي مختلف مكانيك محاسباتي؛ از جمله تحليل ها حوزه
ــدركنش ســيالاي،  ســازه ، ســازه، انتشــار حــرارت-ان
مـورد اسـتفاده قـرار گرفتـه      و غيره ها شات سازهارتعا
يـل  ش بـراي تحل ايـن رو  2006در سـال  . [2,5] است

، هـا  از جملـه ميلـه   هاي مختلـف؛  ارتعاشات آزاد سازه
مورد استفاده قـرار گرفـت    ها ها و پوسته تيرها، صفحه

نتـايج حاصـل از   ي  با مقايسـه رده ب ي نام در مقاله .[4]
بـا اسـتفاده از   ، محـدود  روش ايزوژئومتريك و اجزاي

، دقـت و توانمنـدي   تعداد يكساني از درجـات آزادي 
ــا روش اجــزاي محــدود  در  ايــن روش در مقايســه ب

نشـان داده  ي مختلـف،  هـا  تحليل ارتعاشات آزاد سازه
روش  2011همچنــــين در ســــال  .شــــده اســــت

بـراي   ]6[ومتريك توسط ابوالبشري و همكاران ايزوژئ
اي بـه كـار    تنش صـفحه  لئتحليل ارتعاشات آزاد مسا

در اين پژوهش براي نخستين بـار دقـت و    .گرفته شد
وابسته بـه زمـان   مسائل هندسه در  همكارآمدي روش 

  .مورد بررسي قرار گرفته است
 ـ كلـي در واقـع   و ،با ديدگاهي قدري متفاوت   ر، ت

مستقل  اند كه ان اين مقاله روشي را دنبال كردهنگارندگ
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برخـي  و عـلاوه بـر   بوده اسـت   از هيوز و همكارانش
در حــل معــادلات ديفرانســيلي كــه  ،مســائل معمــول

خود توابعي هستند، بـا موفقيـت    ها ضرايب ديفرانسيل
بـه   در ايـن ديـدگاه   ].7و.8[ به كار گرفته شـده اسـت  

هــاي اجــزاي جزءدن كــرجــايگزين ي  انديشــه جــاي
حـل   ،)Knot elements(هـاي گرهـي  جزءمحدود بـا  

هاي ميدان به صورت يـك  از مولفهله براي هريك أمس
تصور شـده  ) در ابعاد بالاتر از دويا شبه سطح (سطح 
، به عنوان مجهولات آن وارسيو مختصات نقاط است 

گيـري   كار هب در اين مقاله. اند شدهدر نظر گرفته مسأله، 
ل ئاين روش و كيفيت حـل بـه دسـت آمـده در مسـا     

  .مورد بررسي قرار گرفته استديناميكي 
در اين روش اي انجام تحليل گذراي ديناميكي، بر  
ي جـرم،  هـا  مـاتريس ، مشابه روش اجزاي محدود نيز

شـده  سـاخته  ) در صـورت وجـود  (سختي و ميرايـي  
ي فوق مربـوط بـه نقـاط    ها ؛ هر چند كه ماتريساست

بـراي  . باشند و فاقد مفهوم فيزيكي هسـتند  مي وارسي
زماني از روش نيومارك كه يك روش ، گيري تابع اوليه
  .است شده  ميري مستقيم است استفاده گي تابع اوليه

ــه  در بخــش دوم    ــن مقال ــي  اي ــه معرف ــل ب تحلي
 فـن  و ها به معرفي اسپلايندر بخش سوم  و ديناميكي

شـده   ي آنهـا پرداختـه  هـا  عامـل  نربز و شرح مختصر
در مقايسـه بـا    را هندسه همروش  چهارم بخش .است

كـرده و در بخـش پـنجم     معرفي روش اجزاي محدود
معـادلات حـاكم،    سازي رابطهدست آوردن ه بي  نحوه

با  در بخش ششم. ها ارائه شده استبه روش اسپلاين
انايي روش مذكور نشـان داده شـده و   تو ،ليئحل مسا

نتايج و پيشنهاداتي در ايـن خصـوص    بخش هفتم در
  .شده است بيان

  يناميكيتحليل د
اجباري در اثر اعمال  نوسانحركت سازه در ي  معادله 

صورت ه ب لهسازي دامنه مسأ گسسته پس از انجام نيرو
 C بردار شتاب، Uሷماتريس جرم، Mكه در آن  زير است

مـاتريس سـختي    K بردار سـرعت،  Uሶ ماتريس ميرايي،

  . [9] باشد جايي مي  هبردار جاب Uو
  
)1( MUሷ  CUሶ  KU ൌ F 

فوق از لحاظ رياضي بيانگر يك  معادلاتدستگاه   
كـه   ت ديفرانسيل خطي مرتبه دوم استسيستم معادلا
ي جمع آثـار مـدها و   ها از روش توانمي براي حل آن

در اينجـا روش   .استفاده كـرد  مستقيم  گيري تابع اوليه
 بـراي حـل ايـن معـادلات    . دوم مورد نظر بوده اسـت 

ي هـا  نظير روش ي مختلف عددي؛ها روشاز توان  مي
ي هـا  ي محـدود و يـا روش  هـا  اجزاي محدود، تفاضل

زي دامنـه و نيـز   سـا  بـه منظـور گسسـته   بدون شـبكه  
ايـن  ي  همه در. بهره جست يابي سازي و درون تقريب
 ـ براي  ها روش كـارگيري نقـاط   ه داشتن دقت كـافي ب

زيادي مورد نياز بوده و در نتيجـه،   سازي نسبتاًگسسته
به دست آمده بزرگ و پر هزينـه  ي ضرايب ها ماتريس

كـه در   هندسـه  همنظر به اين ويژگي روش  .باشندمي
محدود ميسـر   وارسيآن امكان تعريف سطوح با نقاط 

 گرفتـه مورد استفاده قـرار   اين روش باشد در اينجا مي
  . است 

زماني از يـك روش عـددي    گيري تابع اوليهبراي   
ي نيومـارك  ها روشي  ام به گام با استفاده از خانوادهگ

قابـل  ) 1(آن در جـدول  ي  كـه خلاصـه   ايمبهره گرفته
   .[9] مشاهده است

هايي هستند كـه مـي   عامل γو  α در اين جدول،   
گيري  راي به دست آوردن دقت تابع اوليهتوان آنها را ب

هاي مختلفي  كنون روش تا. و پايداري روش تعيين كرد
براي اين پارامترهـا   بر اساس انتخاب مقادير گوناگون

و معايـب  انـد و هـر يـك از آنهـا مزايـا       پيشنهاد شده
از ) 1(ه شــده در جــدول مــوارد ارائــ. مختلفـي دارنــد 

هاي پيشـنهادي مـورد اسـتفاده در     پركاربردترين روش
هاي گذراي ديناميكي به شمار مي رونـد كـه از   تحليل

رو در  از اين. پايداري و دقت مناسبي برخوردار هستند
. هـا اسـتفاده شـده اسـت     ن مقاله نيز از همين روشاي

يات بيشتر در مورد پايداري و دقت هر يك از اين جزئ
  .آمده است [9] ها در مرجع روش
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  نيومارك ي  ي خانوادهها برخي از روش  1جدول 

  

ߙ ൌ 1/2  γ ൌ 2β ൌ 1/2 
روش شتاب ميانگين 

 ثابت
α ൌ 3/2  γ ൌ 2β ൌ 8/5  تفاضل مركزيروش   
α ൌ 3/2  γ ൌ 2β ൌ 2  تفاضل پسروروش   

 
   نربز فنو  ها معرفي اسپلاين

تـوان   در واقع ابزاري رياضي هستند كه مـي  ها اسپلاين
و سـطوح   هـا  ، منحنـي ي انـدك با اسـتفاده از اطلاعـات  

بـراي   .[10,11] كـرد پيچيده را به صورت عددي مدل 
توليد يك منحني اسپلاين در حالت كلـي بايسـتي بـا    

بود كه به اختصـار   برخي از تعاريف و مفاهيم آن آشنا
  .در ادامه آمده است

  
 ـ  .بردار گره 0ردار ب 1 2 mU {u ,u ,u ,...,u در نظـر   ={
اي از اعـداد   وعـه اين بردار شـامل مجم . شودگرفته مي

iي بــه طــوري كــه رابطــه ؛حقيقــي اســت i 1u u   و  ≥+
)i 0,1, 2,..., m 1=  Uبـردار  . در آن برقرار اسـت ) −

 (knot) مقاديرگرهي هاiuو (Knot Vector) بردار گره
ــازه . شــوند مــي اميــدهن ]ب )i i 1u ,u را يــك دهانــه  +

توانـد طـول آن    ناميم كـه مـي   مي (Knot Span)گرهي
يز داراي مقـادير متمـا   لزومـاً  هـا  زيرا گـره  صفر باشد؛

مسـاوي باشـد، در    ها بين گرهي  اگر فاصله. باشند نمي
ــن ــت   اي ــره را يكنواخ ــردار گ ــت ب  (Uniform) حال
  غير يكنواخت ،صورت اين بردار در غير اين ،ندنام مي

  (Non-Uniform) خواهد بود.  
  

امـين تـابع پايـه اسـپلاين بـا      i  .توابع پايه اسـپلاين 
pيا مرتبـه  ( pي  درجه )را بـا  ) +1 )i,pN u   نشـان

  .ندكن تعريف مي )2(ي  رابطهصورت ه و بمي دهند 
  

i i 1
i,0

1 if u u u
N (u)

0 otherwise
+≤ <⎧

= ⎨
⎩

  )2(

ي موجـود در  ها عاملبرخي از خواص  توجه شود كه
  :از روابط فوق عبارتند

1-( )i,0N u اي يك تابع پله (Step Function)   بـوده و
]ي به جز در بازه )i i 1u u ,u  در ساير نقـاط  مقدار آن ∋+

   .صفر است
pبراي  -2 )گاه  ، آن<0 )i,pN u كيب خطي از دو تر

pي تابع پايه با درجه    .باشد مي −1
 Uتوابع پايه به بردار گـره  ي  كليهي  براي محاسبه -3

  .باشد مينياز  pو درجه 
0به تقسيم ) 1-2(ي در صورتي كه رابطه -4

0
، دبرس ـ 

  .ندكن ميآن را برابر با صفر لحاظ 
 5- ( )i,pN u اي ي تكـــههـــا اي هـــا، چنـــد جملـــه  

(Piecewise Polynomial)      هسـتند كـه بـر روي يـك
]خط حقيقي تعريف شـده و فقـط بـازه     ]0 mu ,u  را

  .دهند ثير قرار ميتحت تأ
  

تـوان يـك سـطح     مـي .  و نربز اسپلاين توليد سطوح
ي و درجـه  uدر جهـت   pي را كه داراي درجه نربز

q  در جهتv به شكل زير  )3(ي باشد را با رابطه مي
  .[11] كردمحاسبه 

  

)3(( )
( ) ( )

( ) ( )

n m

i,p j,q i, j i, j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

N u N v w P
0 u 1

S u,v
0 v 1N u N v w

= =

= =

≤ ≤
=

≤ ≤

∑∑

∑∑
 

iكه  , j{P iو  وارسـي شبكه نقاط  { , j{w وزن مربـوط   {
توجه شود كـه اگـر وزن كليـه نقـاط      .باشند به آنها مي

و سـطوح   هـا  گـاه منحنـي   مساوي يك لحاظ شود، آن
و در غيـر ايـن    ندشناس توليدي را با عنوان اسپلاين مي

. شـوند  و سـطوح نربـز توليـد مـي     هـا  صورت منحني
i,p{Nهمچنين  (u)}  وj,q{N (v)} ي توابع پايه غيرگويا 
 (Non- rational B-spline basis function) اسـپلاين 

ــي ــاي  م ــر روي برداره ــه ب ــند ك ــف  )4و5( باش تعري
  .شوند مي
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)4(  p 1 r p 1
p 1 p 1

U {0,...,0,u ,...,u ,1,...,1}+ − −
+ +

=  

)5(  q 1 s q 1
q 1 q 1

V {0,...,0, v ,..., v ,1,...,1}+ − −
+ +

=

ــه روابـــط       ــود كـ ــه شـ rتوجـ n p 1= + و  +
s m q 1= + )اگـر   و باشند نيز برقرار مي + )p,q

i, jR u,v 
 :شودزير تعريف در  )5(ي به شكل رابطه

)6(  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
i , p j,q i , jp ,q

i , j n m

k ,p l ,q k , l
k 0 l 0

N u N v w
R u, v

N u N v w
= =

=

∑ ∑
 

 
باز نويسي  )7( را به شكل )6(ي توان رابطه اكنون مي

  .كرد

( ) ( )
n m

p,q
i, j i, j

i 0 j 0
S u, v R u, v P

= =

= ∑∑   )7(

توان هر گونه سطح و  مي )7(ي با استفاده از رابطه  
جـا در روش   كه در اين كرد ايجاداي را  پيچيدهي  رويه
بـراي   روابـط ل از ايـن  ئ، بـراي حـل مسـا   هندسـه  هم
قابل ذكـر اسـت    .شوداستفاده مي ها سازي جوابالگو

از تـر؛   ي پيچيـده هـا  سازي و تحليل هندسه مدلكه در 
سـازي دقيـق    جمله مقاطع مخروطي، بـه منظـور مـدل   

ي نربــز بــه جــاي بــي هــا هندســه بايســتي از منحنــي
ه لسازي مسأ در اين مقاله رابطه. كرداستفاده  ها اسپلاين

ي نربـز اسـتخراج   ها ي منحنيدر حالت كلي و بر پايه
شـده   ي حـل هـا  جايي كـه مثـال   ولي از آن ؛شده است

سـازي آنهـا از    بـراي مـدل   اي دارنـد،  دهي سـا هندسه
اطلاعات تكميلـي در   .استفاده شده است ها اسپلاين بي

يــابي  قابــل دســت [11,12] ايــن خصــوص از مراجــع
  .باشد مي

  
در مقايسه با روش اجزاي  هندسه همروش 

  محدود
ي طراحـي  ها فندر اصل از تركيب  . هندسه همروش 

و روش  )Computer Aided Design( رايانـه توسـط  
چهـارچوب  . [1,11] حاصل شده است اجزاي محدود

در مقايسه نربز  فن با استفاده از هندسه همكلي تحليل 
 [1] باشـد  مبتني بر اصولي ميبا روش اجزاي محدود، 

  : كه عبارتند از
وجـود  هـا  جزءها، شبه جزءبه جاي  اين روش در -1

و  دنشـو  با ضرب بردارهاي گـره حاصـل مـي    كهدارد 
بايد توجه كرد كـه بـه هـيچ عنـوان مفهـوم آن ماننـد       

بـه عنـوان   . باشـد  ها در روش اجزاي محدود نميجزء
كـرنش  /ل تـنش ئماننـد مسـا   ل دوبعـدي ئدر مسامثال،

Uبه صورت  جزءاين شبكه  مسطح V×   خواهـد بـود 
   .است شدهبه آن اشاره تر  كه پيش

ــط دهانــه    جزء -2 ــه توس ي هــا هــا از تقســيم دامن
  .آيند دست ميه ب )Knot spans(گرهي

و  وارسـي نقاط شبكه له با مشاركت مسأي  هندسه -3
  .شود توابع پايه توليد مي

 )Isoparametric( عـاملي هـم با استفاده از مفهوم  -4 
، سـرعت،  هـا  ، تـنش هـا  مانند تغييرمكـان مجهولات را 

كه براي تعريف اي،  با همان توابع پايه حرارت و غيره
  .كرده است، بيان شدههندسه استفاده 

ــاي    -5 ــد از متغيره ــات آزادي عبارتن ــيدرج  وارس
)Control variables(      كه همـان ضـرايب توابـع پايـه

 .باشند مي

بـين روش  اي را  تـوان مقايسـه   مي )2(در جدول   
مشـابهت  از ديدگاه  هندسه هماجزاي محدود و روش 

 روش يـك از دو هـاي كليـدي در هر   برخي مشخصـه 
  .كرد ملاحظه

  
  هندسه  سازي روش هم ت آوردن رابطهدسه ب

يــابي بــه تجربيــاتي در  در ايــن بخــش پــس از دســت
ــم ــاي پژوهشــي   خصــوص روش ه ــه در كاره هندس

ديفرانسـيل حـاكم بـر    ي  ، ابتـدا معادلـه  ]7و 8[گذشته 
كرنش مسطح معرفـي شـده و سـپس    /هاي تنش مسأله

هندسـه   بنـدي روش هـم   يابي به فرمـول  مراحل دست
  .شده است براي حل اين مسائل بيان 
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  هندسه همروش اجزاي محدود و روش ي  مقايسه  2جدول 
  

  هندسه همروش   روش اجزاي محدود
  وارسينقاط   نقاط گرهي

 وارسيمتغيرهاي متغيرهاي گرهي
  در بردار گره ها مقادير گره  شبكه اجزاي محدود

يابي نقاط و  درون انجام
  متغيرهاي گرهي با توابع پايه

يابي نقاط و  عدم انجام درون
  با توابع پايه وارسيمتغيرهاي 

  هندسه دقيق  هندسه تقريبي
  توابع پايه نربزايتوابع پايه از نوع چندجمله

 ها وصله  ها دامنه زير

  
، آيــد برمــي كشســاني ينگـره گونــه كــه از  همـان   

ل ئزمـان بـر مسـا    به طور هـم ) 8(معادلات ديفرانسيل 
  .[13] باشند كرنش مسطح حاكم مي/تنش

  

)8(  

െ ப
ப୶

ቀcଵଵ
ப୳
ப୶

 cଵଶ
ப୴
ப୷

ቁ െ ப
ப୷

ቂc ቀப୳
ப୷


ப୴
ப୶ቁቃ ൌ f୶ െ ρ பమ୳

ப୲మ   

െ ப
ப୶

ቂc ቀப୳
ப୷

 ப୴
ப୶

ቁቃ െ ப
ப୷

ቀcଵଶ
ப୳
ப୶



cଶଶ
ப୴
ப୷ቁ ൌ f୷ െ ρ பమ୴

ப୲మ   

در اين معادلات شرايط مرزي طبيعي به صـورت    
  .شوند بيان مي) 9(روابط 

 

x 11 12 x 66 y
u v u vt c c n c n
x y y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

)9(
y 66 x 12 22 y

u v u vt c n c c n
y x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

بردارهـاي يكـه در جهـت     n୷و  n୶در اين رابطـه   كه
ــاي  ــهمؤ t୷و  t୶ ، و yو  xمحوره ــا لف ــي و  يه افق

وارد بــر جســم  عمــودي نيروهــاي گســترده ســطحي
ــتند ــط، . هس ــن رواب ــا ضــرايب ijcدر اي ــانيه  كشس

و  با فرض ثابـت بـودن ضـريب پواسـون     باشند كه مي
 در له،حـل مسـأ  ي  در سراسـر دامنـه   كشساني بضري

تـنش مسـطح بـا مصـالح      يها مسألهحالت كلي براي 
  به شكل زير،) 10(از روابط  همگن

)10(  cଵଵ ൌ cଶଶ ൌ 
ଵିµమ      , cଵଶ ൌ

µcଵଵ  ,   c ൌ Gଵଶ    
  

 همسـان گـرد  كرنش مسطح با مصالح  يها مسألهو در 
  .]13[ آيند ه دست ميب )11( از روابط

  

)11(  
cଵଵ ൌ ሺଵିµሻ

ଵିµିଶµమ  , cଶଶ ൌ
ሺଵିµమሻ

ሺଵାµሻሺଵିµିଶµమሻ
 , cଵଶ ൌ

µ
ଵିµିଶµమ  ,   c ൌ Gଵଶ  

    
  )12( له بـه صـورت روابـط   در ادامه جواب مسـأ   

,u(rبراي تغييـر مكـان   s)  بـراي تغييـر مكـان      )13(و
v(r,s) كـه   گرفته شده اسـت له در نظر مسأ ي دامنهدر

اسپلاين حاصل شـده  ي  تعريف توليد رويهدر واقع از 
 متناظر با هر نقطه (r,s)همچنين تغيير مكان در .است

(x, y)رتفــاع رويــه حــل له از روي اأمســي  در دامنــه
يي هسـتند  هـا  عاملهمان  sو rشود كه استخراج مي

  .شود كه مقاديرشان با توجه به بردار گره حاصل مي
  

)12( 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

n m

i,p j,q i,j i,j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i,j
i 0 j 0

n m
p,q
i,j i,j

i 0 j 0

N r N s w U
u r,s

N r N s w

R r,s U

= =

= =

= =

= =
∑∑

∑∑

∑∑  

 

)13(
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

n m

i,p j,q i,j i,j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i,j
i 0 j 0

n m
p,q
i, j i, j

i 0 j 0

N r N s w V
v r,s

N r N s w

R r,s V

= =

= =

= =

= =
∑∑

∑∑

∑∑  

 yو  xجـاي  ه همچنين در كليه روابط بايستي ب  
و آنهـا را بـا    كـرد ي مشـابه اسـتفاده   عاملنيز از روابط 
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 sو  r،در ايـن رابطـه  . جايگزين نمـود sوrيها عامل
ــارامتري   مختصــات مربــوط بــه دســتگاه مختصــات پ

ــتند ــط هس ــه در رواب ــا  )2-7(، ك ــان داده  vو  uب نش
ي متغيـر  هـا  لفـه جا به دليل نمايش مؤ در اين .اند شده

 .اسـتفاده شـده اسـت    ها ، از اين عاملvو  uميداني با 
مربوطـه را بـه   (Functional)  نمـاي  توان تابع اكنون مي

  .نوشت) 14(شكل رابطه 
  
)14(  ( ) ( )1 B u, u l u

2
Π = −  

)بـردار تغييـر مكـان و    uكه در اين رابطـه  )B u,u و
( )l u ي دوخطـي هـا  ترتيـب بخـش  ه ب )Bilinear(  و

ــي ــابع )Linear( خط ــط    ت ــق رواب ــا طب ) 15و16(نم
  .باشند مي

  

Bሺu, uሻ ൌ h୮ୟ୲ୡ୦ ׯ cଵଵ ቀப୳
ப୶

ቁ
ଶ

 
Ω౦౪ౙ

2cଵଶ
ப୳
ப୶

ப୴
ப୷

 cଶଶ ቀப୴
ப୷

ቁ
ଶ

 c ൬ቀப୳
ப୷

ቁ
ଶ

 2 ப୳
ப୷

ப୴
ப୶



ቀப୴
ப୶

ቁ
ଶ

ቁ൨ Jdrds )15(                                        
  و

lሺܝሻ ൌ െhୣ ׯ ൣuf୶  vf୷ െ ρሺuuሷ  
Ω

vvሷ ሻሿ dxdy െ h୮ୟ୲ୡ୦ ׯ ሺut୶  vt୷ሻdΓ 
౦౪ౙ

  )16(  
  

جـا مشـابه روش اجـزاي     اين در patch زيرنويس  
شـود، بـراي    هـا اسـتفاده مـي    محدود كـه بـراي المـان   

له اسـتفاده شـده   دهنده هندسه مسـأ  ي تشكيلها وصله
گيـري روي   براي انتگـرال  Γهمچنين از پارامتر  .است

گيـري روي سـطح    براي انتگرال Ωمرزها و از پارامتر 
ــت  ــده اس ــتفاده ش ــارجي  ytو  xt. اس ــاي خ  نيروه

)Traction forces ( ــارامتر ــز ضــخامت هــر  hو پ ني
  .باشد وصله مي

ل ضعيف معادلات و محاسـبه  پس از نوشتن شك  
گاه معادلاتي به شـكل  دست) 2(ي مورد نياز ها ژاكوبين
تـوان   ه بـا حـل آن مـي   ك ـ آيد دست ميه ب) 17(رابطه 

ي  را بـراي توليـد رويـه    وارسينقاط  عمختصات ارتفا

توليـد   رابطـه سپس با اسـتفاده از  . كردجواب محاسبه 
مكـان   توان مقـدار تغييـر   معكوس نربز مي فنرويه و 

تـنش و   ترازهـاي له و يـا  براي هر نقطه دلخواه از مسأ
  .دست آورده له بتغيير مكان را براي مسأ

  
)17(  ሾMሿ൛Uሷ ൟ  ሾKሿሼUሽ ൌ ሼFሽ 

ــن رابطــه  ــه در اي ــاتريس جــرم، ሾMሿ ك ൛Uሷم ൟ  ــردار ب
 بـردار نيروهـا و   ሼFሽماتريس ضـرايب،   ሾKሿها،  شتاب

ሼUሽ قابل ذكـر اسـت كـه     .باشند مي ها بردار تغييرمكان
ز ناشـي ا  وارسـي مقادير نيروهاي معادل بر روي نقاط 

حجمي بـه جسـم    سطحي وي  اعمال بارهاي گسترده
) 16( گيـري  تابع اوليـه  يرابطه يها هبا استفاده از جمل

ي  در رابطـه  ሼFሽبـردار  . سادگي قابل محاسبه اسـت  به
قابل ذكر اسـت   .بيانگر مجموع اين نيروها است) 17(

بـر روي   وارسينقاط  چند در حالت كلي لزوماً كه هر
ي جسم قرار ندارند، ولي ايـن امـر بـه معنـاي     هندسه
گـاهي بـه    ل بارگذاري و يا شـرايط مـرزي تكيـه   اعما

طور كه اشـاره   خارج از فضاي هندسي نيست؛ و همان
موجود تنها كافي است  شد، براي اعمال شرايط مرزي

ي  نقاط وارسـي بـا اسـتفاده از رابطـه    سهم هر يك از 
نقـاط  همچنين سـهم هـر يـك از     .محاسبه شود )16(

ي اعمال بارهاي متمركز نيز با استفاده وارسي در نتيجه
  از همين رابطه و به كمك مفهوم تـابع دلتـاي ديـراك   

)Dirac Delta function (ســادگي قابــل محاســبه  بــه
اعمال شرايط مرزي ضروري همگن نيز مشـابه   .است

روش اجزاي محدود و بر روي نقـاط وارسـي مـرزي    
گردد كه تنها اعمال شرايط اضافه مي .گيرد صورت مي

همگـن بـه دليـل عـدم ارضـاي       زي ضـروري غيـر  مر
) Kronecker Delta(كـر  يخاصـيت تـابع دلتـاي كرون   

ن روش بـرخلاف روش  توسط توابع پايه نربـز، در اي ـ 
  .صورت دقيق امكان پذير نيست اجزاي محدود به

) 17(ي  از رابطـه ماتريس جرمي به دسـت آمـده     
شـود كـه در حالـت     ماتريس جرمي سازگار ناميده مي
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  1391 ،يكاره 

نيسـت و   زء 
ي محـدود و   

هاي روش ء
 ـ دسـت  ه ي ب

 محـدود بـر    
ــه در روش 
  .دامنه نباشند

ي برابــر بــا       
ــراي جهــت 

 در} 0و0و0و
 توابـع پايـه   

 .رديده است

  

  تطيلي

بـا   محـدود   
، ر و متمركـز  

.  

 

رم سازگار

جزاي محدود در تحل

، شماچهارميست و 

جـزمستطيل يك 
هتي بين اجـزاي

جزدر واقع . ارد
هي بردارهاي گر

در اجـزاي هـا  
نــد در حــالي كـ

توانند بر روي د 
 جهــت طــولي

و بــ} 0و0و0و0
و 0،33و0،66و1

ي چنـين درجـه  
وي دو لحاظ گر

در صفحه مست رسي

و اجـزاي دسـه 
س جرم سـازگار
. داده شده است

 

جر - 1زمان مثال  -

ش هم هندسه با اجز

سال بيس 

هر م) 2(ر شكل 
وص شباخص ن

وجود ندا هندسه
ضرب از حاصل 

 حالت كلي گره
گيرن ـه قــرار مــي

مي وارسينقاط  
ر گــره بــراي

25،و0،50و0،75
و1و1{رابــر بــا 

همچ.  شده است
له مساور اين مسأ

  

وارشبكه نقاط   2 ل

هند هـم  تحليـل  
و با ماتريس شده ر
نشان )3و 4(ي ا

-نمودار تغييرمكان  3

مقايسه روش

شود كه در
در اين اصلاً

ه همروش 
هندسه هم
در. آيد مي

روي دامنــه
هندسه هم

بــردا  
5و1و1و1{

عرضــي بر
نظر گرفته
اسپلاين در

  

شكل
  

نتيجه  
شرايط ذكر
ها در شكل

  

3 شكل  

 

يل با تعـداد
ــرعت ش س

ي هـا   روش
كه در اين  ها

 قـرار دادن
نصـر نظيـر
 سـطر اسـت

 هـا   جـواب
ن داده شـده

كتـب   ق در
ـه در آن بـه

 هندسه همو

ت اثر نيروي
در انتها آزاد

 10 صـفحه
 1و  2تيــب

 زمـان گـره
  .ه است

  
  1شده ل

E ൌ 1500

1 ୩
ୡ୫య     ,  

 55ا تعـداد
البتـه دقـت   

 فردوسي مشهد

در مسايل. ي است
ــزايش ــور اف ه منظ
را بـا اسـتفاده از
ه ي از اين روش

ر گرفتـه اسـت،
 ـ جـاي عنه طر ب

ر عناصر روي س
وانمندي و دقت

نشـانهـايي   ونـه

  
   مثالند

ل بـا حـل دقيـق
كـه شـده  ي ارائـه

 اجزاي محدود و

كه تحت  .ل زير
Fሺtሻ ൌ 200co د

طـول. ده اسـت
بــه ترت خامت آن

ـان وابسـته بـه
ررسي قرار گرفته

10. 00 m

محدود مثال حل ي

 :شرح زير است
୩

ୡ୫మ   ,   v ൌ 0.

 ∆t ൌ 0.005 
و بـا هندسـه  هم
. باشـد مي) 2(ل

دانشگاه فر عمران ي

اتريس غيرقطري
ــا ــهزادي زي د، ب

ماتريس فـوق ر 
يكي. كنند طري مي

ورد استفاده قـرار
اصر روي هر سط

ركردن سايرو صف
، كيفيت و تودامه

با حل نموذكور 

چنحل 
عدم وجود مثاي 
ييهـا  مثال جا ين

حل به دو روش
  .ده است

اي شكل فحه طره
os ሺ10tሻ  برشي

گرفته شـدر نظر 
عــرض و ضــخ و
تغيير مكـ. باشد ي

مورد بري صفحه

m 

بندي اجزاي شبكه  1 

فوق به شي  فحه
15   ,   ρ ൌ

فوق با روشي 
مطابق شكل سي

8 

نشريه مهندسي

كلي يك ما
ــات آز درج
محاسبات،
مختلفي قط
مقاله نيز مو
مجموع عنا
روي قطر و

در اد .[13]
در روش مذ

  .است

ي ه واسطهب
اي علمي در
حي  مقايسه

پرداخته شد
 

صف.  1مثال
هارمونيك

باشد در مي
ســانتيمتر و

ميسانتيمتر 
مياني انتهاي

  

 

2.
00

m

شكل
  

خواص صف

ي مسأله  
وارسي  نقطه
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 وسي مشهد

 ـت جـواب  
مورد بررسي 

 شـده قايسـه     
  .باشد

 2ل 

ܲ ه در  ൌ 2 
ي بـا روش    

منحني ي  جه
نخواهـد  ب     

كـه   هـان داد  
قطه گوسـي  

تنها باعث  3
 ان در نقـاط  

در اين   .واب
منحنــي ي  ـه  

حالـت جـرم   
كه در زيـر   

زايش نقـاط   
ته اين رونـد  

عمران دانشگاه فردو

بر دقـ ها  اسپلاين
م 3و  2و  1جه 

زاي محـدود مق
ب  صورت زير مي

  

زمان مثال -ير مكان

كـه شـود  مـي ـه  
انطبـاق بهتـر هـا 

چنين افزايش درج
بـر بهبـود جـوا

شـده نشـ  انجـام   
نق 4در مقايسه با 

 اسپلاين درجه 
زمـا –غييرمكان 

بر دقت جو سي
داشـتن درجـ ـه  

در دو ح وارسـي 
گرفتهرسي قرار 

افـز ،شـود  ه مـي 
البته . خواهد شد

نشريه مهندسي ع 

ر درجه منحني
ي درجها منحنيا 
و بـا روش اجـز 
هباين بررسي  ج

نمودار تغيي  6 شكل

ز بررسي ملاحظـ
ܲ ൌ هـ جـواب  1
همچ. دارنددود 

ثير چنـداني بتأ 3
مچنـين بررسـي

نقطه گوسي د 9 
ستفاده از منحني
 كيفيت نمودار تغ

  .شود ر مي

وارسر تعداد نقاط 
ثابـت نگـ 1ثـال   

و افزايش نقـاط  
سازگار مورد برر

  .شود ي
طور كه ملاحظه 

عث بهبود جواب

اثر . 2مثال 
با مثال قبل

گرفتهقرار
نتايج .است

  

 
ش

 
بعد از  

1نسبت به 

محداجزاي 
3به مقدار 

هم. داشت
استفاده از

به هنگام اس
بهتر شدن

نمودار اوج
  

اثر . 3مثال
قسـمت مث
اسپلاين و

متمركز و س
مشاهده مي

همان  
وارسي باع

 ناصر ظريف

 

  
 م متمركز

ت مـاتريس
 عدم انطباق

كه  جه به اين
ت و شتاب
ـدم انطبـاق
 انطبـاق در

كمك  ف به
شكل  كه در

  
ي ها بنديشبكه

ن- ليرضا حسن زاده

 1391، ك

  

جرم - 1زمان مثال  -

حالـتدر هـر دو
آيد ودست مي

ست زيرا با توج
مكان، سرعت غيير
ايـن عـ ،گردد مي

رفـي ايـن عـدم
ي مختلفها بندي ه

ك شود لاحظه مي

  

شزمان با  -غييرمكان
  ش اجزاي محدود

  

عل - احسان ژياني - ي

يكم، شماره چهارو 

-نمودار تغييرمكان  

شود كـه د ظه مي
هي مناسبي بها ب

رها قابل قبول اس
ل ديناميكي از تغ

ي قبل استفاده من
از طر :يني اسـت
شبكه صفحه با

ي محدود نيز ملا
 .اده شده است

نمودارهاي تغي  سه
به روش مختلف

-بهروز حسني

سال بيست و

4 شكل

  
ملاحظ  

جرم جواب
كامل نمودا

در روند حل
در گام زمان
بي قابل پيش
اين بررسي

روش اجزاي
زير نشان د

  

مقايس  5 شكل
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  1391 ،يكاره 

تريس جـرم   
 وارسـي بـه   
، بلكـه ايـن    

ي  ت فاصـله  
ـد، زيـرا بـا       

هـا   كه جواب

  

 ت و با ماتريس

  
با  تفاوت و

جزاي محدود در تحل

، شماچهارميست و 

از مـاتحـالتي كـه   
طا افـزايش نق ـ  

شـود،تـر نمـي   ق
ي باشد كه نسـبت
سـي زيـاد نباشـ

شود ك ه ميديد 8
 .شوند مي
 

  

نقاط وارسي متفاوت
   سازگار

  
  

  

مت وارسيعداد نقاط 
  جرم متمركز

  

ش هم هندسه با اجز

سال بيس 

در حشود  ده مي
شـود، تفاده مـي 

جر به جواب دقيق
بايد به نحويط 

رضي نقـاط وارس
81ط وارسي به 

صحيح خود دور

با تعداد ن 3ودار مثال
جرم

با تع 3نمودار مثال  
ماتريس ج

مقايسه روش

مشاهد  
متمركز است
تنهايي منج
افزايش نقا
طولي و عر
افزايش نقا
از مقدار ص

نمو  9 شكل

10 شكل

اشد كـه در

  

 فاوت و با

 

 تفاوت و

تمركـز اگـر
 كـه نسـبت
اهش دهـد،
 نيي در غيرا

ملاحظـه   )1

 فردوسي مشهد

ا اصولي همراه با
  .ت

  

داد نقاط وارسي متف
 جرم سازگار

 

  

مت وارسيعداد نقاط
 متمركز جرم

ـاتريس جـرم متم
اي باشـد  گونـه
را كا وارسيقاط

كند وليكمك مي
0(  كه در شكل

دانشگاه فر عمران ي

ط وارسي بايد با
ح داده شده است

با تعد 3 نمودار مثال
ماتريس ج

با تع 3نمودار مثال  8
ماتريس با 

ه از مـگام استفاد
گ ايش نقـاط بـه
ولي و عرضي نق
ه بهبود جواب ك
نين نخواهد بود

10 

نشريه مهندسي

افزايش نقاط
ادامه توضيح

 

ن  7 شكل

8 شكل

 

  
به هنگ  
افزي  نحوه
طوي  فاصله

اين روند به
صورت چن

  .كنيد مي
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 وسي مشهد

نگين ثابـت،    
ي  ز خــانواده

 ملاحظه. وند
يبـاً بـه يـك    

 هندسه همش 
  .ديگر دارند

كل زير را در 
ده خطـي در   

متـر،   ميلـي  2
متـر   ميلـي  5 

  :ند

E ൌ 210 G

نشـان   )13(  
شـان داده  ل ن

ت بـر روي   
بـه صـورت   

تنها تغييـر  ، 
ي تيـر مـورد       

  
  رگيردار

وش اجــزاي 
قـرار گرفتـه      

از روش  فاده  

عمران دانشگاه فردو

ي شـتاب ميـانـا
ل پســرو كــه از
شوگر مقايسه مي
تقري ن سه روش

ز طرفي دو روش
رايي خوبي با يكد

شكل سرآزاد يك-
گسـترد رـت بـا    

200طول تيـر   .د
ضخامت آن برابر
ا  تير به شرح زير

Pa , ν ൌ 0.29 ,

ي تير در شـكل
 كه در اين شكل

يكنواخـتي  ـترده   
ب شده است كـه  

در اين مثال. كند
ره ميـاني انتهـاي

يط مرزي تير يكسر

اده از هــر دو رو
مـورد بررسـي ق

له بـا اسـتفامسـأ   

نشريه مهندسي ع 

هـ ن مثـال روش 
و تفاضــل ركــزي

باشند با يكديگي
در اين ها جواب 

شوند و اگرا مي
محدود نيز همگر

-سرگيردار يك ير
ايـن تيـر تحـ. ـد 

شد با ول خود مي
ميليمتر و ض 20 

مكانيكي خواص

,   ρ ൌ 7806 kg

ه و شرايط مرزي
طور همان. ست

، يـك بـار گسـ
الايي تير اعمال

ك تغيير ميا زمان 
سته به زمـان گـر
  .ر گرفته است

هندسه و شري  13ل 

 فــوق بــا اســتفا
ايزوژئومتريـك م

يـلمنظـور تحل  

در اين  
تفاضــل مر
نيومارك مي

كهشود مي
جواب همگ
و اجزاي م

  

تي.  5مثال 
نظر بگيريـ
سرتاسر طو
عرض آن

خ .باشد مي
  

g/mଷ  
  

هندسه  
داده شده ا
شده است،

باي  صفحه
سينوسي با
مكان وابس
بررسي قرا

 

شكل
 

مثــال  
محدود و ا

بـه م. است

 ناصر ظريف

 

ي شـده  سـع    
 وارسـي در
رار گيرد تـا

 هـا   جـواب

ورد بررسـي
اي محـدود
هـم مقايسـه

  

محدود با خود
  رم سازگار

  
دود با خود و

  4تمركز مثال

ن- ليرضا حسن زاده

 1391، ك

 نقـاط وارسـي س
ي نقـاطها صله

زيابي قرز مورد ار
منفـي بـرثير  تأ
  

αوي ها مل  γ وم
و اجـزا هندسه م

 و سـازگار بـا ه

  

هندسه و اجزاي مح م
جر –ي آلفا و گاما ا

  

  

اجزاي محد و هندسه
جرم مت –لفا و گاما

  

عل - احسان ژياني - ي

يكم، شماره چهارو 

ن روند افـزايش
نسبت فاغييرات 

 عمود بر هم نيز
مورد نقاط كه بي

. جلوگيري شود

عامبا تغيير  1ل 
همو دو روش رد 

ت جرم متمركز

دو روش همي  قايسه
ها گر به كمك عامل

ه همقايسه دو روش
ي آلها عامله كمك 

-بهروز حسني

سال بيست و

در اين  
است كه تغ
دو راستاي
از افزايش ب

د، جگذار مي
  

مثال . 4مثال
گير قرار مي

در دو حالت
 .شود مي
  

مقا  11 شكل
و با يكديگ

مقا  12 شكل
با يكديگر به
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  1391 ،يك، شماره چهارمسال بيست و   دانشگاه فردوسي مشهد عمران نشريه مهندسي

ــك،  ــبكه ايزوژئومتري ــك ش ــاط از  3 در 20ي از ي نق
درجه آزادي است، استفاده شده  120كنترلي كه شامل 

و  2ي  توابع پايه مورد استفاده از درجههمچنين  .است
بردار گرهي به صورت يكنواخت در نظر گرفته شـده  

ي تحليـل بـا اسـتفاده از روش    در حالي كه بـرا  .است
المــان ( 2ي  المــان درجــه  40از اجــزاي محــدود  

ي آزادي  درجـه  336شـامل   مجموعـا  كـه ) يپيتيسرند
 ـ. شود، استفاده شده است مي جـايي گـره   ه نمودار جاب

نشـان   )14(مياني انتهاي تير بر حسب زمان در شـكل  
 شـود، علـي   طور كه مشاهده مي همان. داده شده است

در روش ايزوژئومتريـك از تعـداد بسـيار    كـه   رغم آن
نتـايج  از درجات آزادي اسـتفاده شـده اسـت،     كمتري
از آنجايي كه حل اين . اند بر يكديگر منطبق شده كاملاً

مثال با استفاده از روش ايزوژئومتريك منجر بـه حـل   
تـري نسـبت بـه روش     دستگاه معادلات بسيار كوچك

محاسـباتي   زمـان  شود، لـذا قاعـدتاً   اجزاي محدود مي
  .تر خواهد بود مورد استفاده در اين روش بسيار كم

 

  
  

  سازگار جرم  -5زمان مثال  - مكان نمودار تغيير  14 شكل
 

مقطـع   بـا سـرآزاد   يك-سرگيردار يك يصفحه  .6مثال
 10 صـفحه طـول  . شكل زير را در نظـر بگيريـد  متغير 
در و  يمترسـانت  5 برابـر  در ابتـدا  عـرض آن متر،  سانتي
 صـفحه نيـز   ضـخامت  .باشد مي متر سانتي 3برابر  انتها

خواص مكـانيكي صـفحه بـه     .متر است يانتس 1 برابر
  :اند شرح زير

  
E ൌ 70 GPa    ,    ν ൌ 0.3   ,   ρ ൌ 1000 

୫య  
 

  
  هندسه و شرايط مرزي صفحه با سطح مقطع متغير  15شكل 

  

نشـان داده شـده    )15(طـور كـه در شـكل     همان  
اي سينوسي در  بار نقطهاين صفحه تحت اثر دو است، 

ــه  ــاط گوش ــرنق ــود اي س ــورت    آزاد خ ــه ص ــه ب ك
fଵሺtሻ ൌ fଶሺtሻ ൌ 2000 ൈ sin ሺ20tሻ    با زمـان تغييـر

بنـدي اجـزاي محـدود و نيـز      شبكه. باشد مي كنند، مي
ي نقاط كنترلي مورد استفاده براي حل اين مثـال   شبكه

. انـد  هنشان داده شد )16 و 17(ي ها به ترتيب در شكل
بنـدي اجـزاي    شـود، شـبكه   كه مشاهده ميطور  همان

معـادل  (ي گرهي نقطه 85ورد استفاده شامل محدود م
 33كنترلي شامل  ي نقاط شبكهو  )ي آزاديدرجه 170
در . شــود مــي) ي آزادي درجــه 66 (ي كنترلــي نقطــه
جـايي گـره ميـاني انتهـاي تيـر بـر       ه جا ميزان جاب اين

 )18(حسب زمان مورد بررسي قرار گرفته و در شكل 
  .ي صفر تا پنج ثانيه رسم شده استدر بازه

قابــل ذكــر اســت كــه در هــر دو روش از تعــداد   
ي گرهي  المان يا دهانه ي گوسي در هر قطهن 4يكسان 

طـور   همـان  گيري استفاده شده است و براي تابع اوليه
خوبي  دهد، نتايج انطباق نسبتاًنشان مي )18(كه شكل 

 .هاي ابتدايي با يكديگر دارند به ويژه در زمان
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  6 بندي روش اجزاي محدود مثال شبكه  16 شكل
  
 

  
  

  6مثال وارسينقاط شبكه ي   17 شكل
  
  

 
  

  جايي گره مياني انتهاي تيره نمودار جاب  18 شكل
  بر حسب زمان 

اين در حالي اسـت كـه ابعـاد دسـتگاه معـادلات        
يك سـوم روش   ومتريك تقريباًئحاصل از روش ايزوژ

منجـر بـه كـاهش     باشـد و قاعـدتاً   اجزاي محدود مـي 

  .گير زمان محاسبات خواهد شد چشم
  

  و پيشنهادات گيرينتيجه
شده نتايجي به شرح زيـر بـه    ي انجامها پس از بررسي

  :دست آمد
در حل مسائل هم ماتريس جـرم سـازگار و هـم      

 .دندكرهاي مناسبي ارائه ماتريس جرم متمركز جواب
و افـزايش   هـا منحنـي اسـپلاين  ي  افزايش درجـه   
بهبـود جـواب در تحليـل     باعـث  گوسـي   طنقـا  تعداد

 .ديناميكي خواهد شد
ــاميكي بــه كمــك مــاتريس جــرم  در تحليــل دي   ن

بايد با يـك شـرط    وارسيافزايش تعداد نقاط متمركز، 
شـرط   و. تر نائل گردد همراه باشد تا به جوابي مناسب

ــت   ــده آن اس ــه يادش ــله ك ــبت فاص ــولي و ي  نس ط
 .نباشد 4بيشتر از  وارسينقاط  )Aspect ratio(عرضي

ي  در مقايسـه با توجه به نمودارهاي ارائـه شـده،     
و  ي شـتاب ميـانگين ثابـت، تفاضـل مركـزي     ها وشر

 هندسـه  هـم با يكديگر بـه كمـك روش    تفاضل پسرو
تحليـل  عـلاوه بـر ايـن،    . ي مناسبي ارائه شدها جواب

ي اجـزاي  ها ديناميكي با اين سه روش به كمك روش
 كــهبــا يكــديگر مقايســه شــد  هندســه هــممحــدود و 

 .بر يكديگر منطبق شدند تقريباً ها جواب
در تحليل ديناميكي به  ها عدم انطباق كامل جواب  

قابـل   هندسـه  هـم كمك دو روش اجـزاي محـدود و   
زيرا در حل مسائل از شتاب، سـرعت   بيني است؛ پيش
در  لـذا  .شـود  بل استفاده ميجايي گام زماني قه و جاب

ــه روش اجــزاي محــدود،  بررســي انجــام ــا  شــده ب ب
ديده شد كه با افـزايش تعـداد    ي مختلفها بندي شبكه
نمودار تغييـر   ،هاجزءدر نتيجه كوچك شدن  و ها گره
 مشخص، ديگـر بـر هـم منطبـق     هاي زمان گره -مكان

 .كند نيست اما، از شكل خاصي پيروي مي
ي  ده در ايـن مقالـه در حيطـه   ش تمام كارهاي ارائه  
ارهـاي  عنـوان ك و بـه  قـرار دارنـد    همگـن  يها مسأله

هــا را در رابطــه بــا تــوان ايــن بررســيدي مــيپيشــنها
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  1391 ،يك، شماره چهارمسال بيست و   دانشگاه فردوسي مشهد عمران نشريه مهندسي

 .نيـز بـه انجـام رسـاند     همسـاني عمـودي  ي هـا  مسأله
 همچنين با توجه به در اختيار داشتن ماتريس جـرم و 

ي  فـوق را در حيطـه   كارهـاي تـوان كليـه    سختي مـي 

با حضور ميرايي همساني عمودي و  همگني ها مسأله
  .دادانجام 
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