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 ايزوتـروپ بينهايـت بـا رفتـار    پذير و نشيمن آن كه يك محيط نـيم انعطاف ايدايره يزمان يك صفحههدف از اين مقاله تحليل هم  چكيده
است. در بررسي تحليلي جزئيات تحت اثر نيروي قائم متقارن محوري مؤثر بر صفحه قرار گرفته يطوري كه مجموعهباشد بهجانبي است، مي

است. فضا بدون قابليت تحمل كشش در نظر گرفته شدهتماس صفحه و نيم يناحيه در اين مقاله فضاپذير و نيمانعطاف ياندركنش بين صفحه
صورت جداگانه، توابع گـرين تغييرمكـان قـائم ايـن دو محـيط در      به صفحهفضا و منظور حل، با اعمال نيروي حلقوي قائم بر دو محيط نيمبه

 يتماس، معـادلات انتگرالـي دوگانـه    يها در ناحيهو با در نظر گرفتن شرايط پيوستگي تغييرمكان آيدميدست هب ايدستگاه مختصات استوانه
 ـ  طـوري بـه  شودميهاي محدود استفاده آيد. براي حل اين معادلات از روش الماندست ميهحاكم بر تنش تماسي مسأله ب كـارگيري  هكـه بـا ب

منظور تأييـد صـحت   باشد. بهسازي ميهاي المان، شرايط يكنواختي و تكينگي مسأله قابل مدلتدريجي اندازهشكل و با تغيير هاي رينگيالمان
 ايدايـره  ياي موجـود در دو حالـت انـدركنش خطـي و غيرخطـي صـفحه      دست آمده با مقالات پايههانجام محاسبات در اين مطالعه، نتايج ب

منظور نشان دادن اثـرات درجـات مختلـف    دست آمده در اين مطالعه بههر ادامه برخي نتايج جديد باست. دفضا مقايسه شدهپذير با نيمانعطاف
هاي مستقر بر خاك با رفتار سازي واقعي شالودهنتايج اين مقاله براي مدل هايي ارائه شده است.صورت جداول و گراففضا بهناايزوتروپي نيم

  شود.ايزوتروپ جانبي استفاده مي
هـاي  پذير، متقارن محوري، معادلات انتگرالي دوگانه، روش الماناي انعطافدايره يفضاي ايزوتروپ جانبي، صفحهنيم  كليدي هايهواژ

 رينگي. 
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Abstract A transversely isotropic half-space with axis of material symmetry perpendicular to the free 
surface supports a flexible circular plate. The contact area of the plate and the half-space is considered 
to be both frictionless and unbonded (tensionless). The foundation is affected by a vertical static 
axisymmetric load. Detailed analysis of the interaction of these two systems is the target of this paper. 
With the use of ring load Green’s functions for both the plate and the continuum half-space, dual integral 
equations accompanied with some inequalities are obtained to model the complex boundary value 
problem. With the incorporation of the ring-shape finite element method, where its size gradually varies, 
we are capable of capturing both regular and singular solution smoothly. The validity of the combination 
of the analytical and numerical method is proved with comparing the results of this paper with a number 
of benchmark cases of both linear and nonlinear interaction of circular plate and half-space. Some new 
illustrations are presented to portray the aspect of the anisotropy of the half-space.  
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 1394، يك ي، شمارههفتمسال بيست و   عمران فردوسي  مهندسي ينشريه

  مقدمه
هاي مصنوعي بسياري از مصالح در طبيعت و نيز ساخته

تـوان بـه   جمله مـي جانبي دارند. از آن ايزوتروپرفتار 
درختان، محـيط   يرفتار اعضاي مستقيماً برگرفته از تنه

. اشاره كـرد ها و صفحات چندلايه خاكي زير ساختمان
اهميت بررسي پاسخ اين مصالح از ديرباز مـورد توجـه   

ميلادي بـه   1900طوري كه ميشل در سال به تاس بوده
جانبي تحت نيروهاي  ايزوتروپفضاي بررسي يك نيم

. لخنيتسكي در سال [24]سطحي دلخواه پرداخته است 
جــانبي را در حالــت متقــارن  ايزوتــروپمحــيط  1940

محوري و بدون پيچش در نظر گرفته و معادلات درگير 
صورت تانسيل بهحاكم بر مسئله را با معرفي يك تابع پ

. هــو محــيط [22]اســت مجــزا و قابــل حــل در آورده
جانبي را در حالت كلـي مـورد توجـه قـرار      ايزوتروپ

داده و تابع پتانسـيل لخنيتسـكي را بـراي حالـت كلـي      
اكنـون در ادبيـات   . اين تابع هـم [21]است تكميل كرده

جـانبي   ايزوتـروپ با رفتـار   هتهاي پيوسمكانيك محيط
شـود.  نواكي ناميده مـي  -هو -لخنيتسكي تحت نام تابع

چون ديگران هم توسطجانبي  ايزوتروپمحيط با رفتار 
 [27]، پن و چـو  [18]، ايوبنكس و استرنبرگ[11]اليوت

نيز در حالـت اسـتاتيكي بررسـي     [31]و ونگ و ونگ 
 يمطالعـه  2006است. دينگ و همكـاران در سـال   شده

. انـد نبي داشتهكاملي بر روي رفتار محيط ايزوتروپ جا
هاي ناشـي  هاي مختلف از جمله تنشآنها اثر بارگذاري

بعـدي را بـر روي ايـن محـيط     از نيرو و حـرارت سـه  
اين محيط در حالـت دينـاميكي    .[10]اند بررسي نموده

ــادي   ــادي و  [12]توســط اســكندري ق و اســكندري ق
    و ديگران مورد توجه قرار گرفته است.  [13] همكاران

يگر، مسائل تنش تماسي مـورد علاقـه   از طرفي د  
ــياري از محققـ ـ ــهابس ــي و   ين در زمين ــوم مهندس عل

كاربرد ايـن مسـائل بسـيار     ياست. دامنهرياضيات بوده
توان به طراحي فونداسيون و از آن جمله مي استزياد 

 هـاي هاي سنگين، مهندسي روسازي، آزمـايش در سازه
يط، تعيين ميـزان تغييرمكـان در سـطح تمـاس دو مح ـ    

مكانيـك   علـم اندركنش بين دو سطح و كاربرد آنها در 

. بسته به ميزان سختي نسبي مصالح در سطح اشاره كرد
تماس و بارگـذاري وارد،   يناحيه يتماس آنها، هندسه

تواند مطرح شـود و شـامل   مسائل غيرخطي بسياري مي
الاسـتيك   -الاستيك و الاسـتيك  -تماس سطوح صلب

تماسـي در آنهـا ممكـن اسـت     ع تنش باشد كه توزيمي
در صـورت سـينگولار باشـد.    صورت يكنواخت يا بهبه

صـلب و محـيط ايزوتـروپ     يزمينه اندركنش صـفحه 
ــتاتي  ــت اس ــانبي در حال ــاميكي تحقيج ــاتي كي و دين ق

اسـكندري   توان از تحقيقـات است كه ميصورت گرفته
 [17 ,16 ,15 ,14] و ]2[ قــادي و اردشــير بهرســتاقي

گونه اص از ايندر يك حالت خه نام برد. عنوان نمونبه
تـنش تماسـي در    يتوان بـه بررسـي مسـئله   مسائل مي

بـين يـك محـيط     قابليـت تحمـل كشـش   سطح بـدون  
پـذير تحـت اثـر بـار     انعطـاف  يالاستيك و يك صفحه

  مركزي قرار گرفته بر روي آن، پرداخت.متمركز 
 فونداسيون وينكلر واي دايره ييك صفحهتحليل   

)Winkler(   توســط تيموشــنكو و ووينوســكي در ســال
ويتسـمن در سـال   . [30]اسـت  شده توضيح داده 1959
ين حل تقريبي براي تعيين شعاع تماس بيك راه  1969

فضاي الاسـتيك ارائـه   الاستيك و يك نيم ييك صفحه
اي را در دايــره ياو در مطالعــه خــود صــفحه. [32] داد

ر متمركـز در  سطح تماس بدون قيد و تحت اثر يك بـا 
بـه   1971چنـين او در سـال   وسط در نظر گرفـت. هـم  

تحـت   )Euler-Bernoulli( برنولي -بررسي يك تير اويلر
بار متمركز متحرك قرار گرفته بر روي يك فونداسـيون  

. او در ايـن  [33]بدون قابليت تحمل كشـش پرداخـت   
بارگذاري و  يمطالعه به اين نتيجه رسيد كه ميزان دامنه

جـدايي تيـر از    يكـت بـار بـر روي ناحيـه    سرعت حر
مطالعـات   يفونداسيون تأثير بسـزايي دارد. او در ادامـه  

 يتقريبـي فاصـله   يبـه محاسـبه   1972خود، در سـال  
الاستيك قرارگرفتـه  اثر بارگذاري روي يك تير  ينقطه

فضاي الاستيك بدون خمش پرداخـت  بر روي يك نيم
بـه بررسـي    1974ل در ادامه گلدول و ايير در سا. [34]

 يتماس بدون قابليت تحمل كشش بـين يـك صـفحه   
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. [19]فضاي ايزوتروپ پرداختند اي الاستيك و نيمدايره
ــر روي صــفحه  ــا بارگــذاري وارد ب ــه آنه صــورت را ب

فضا و براي تحليل نيم ندگسترده و متقارن در نظر گرفت
 از تبديل انتگرالي هنكل و براي تحليل صفحه از تئوري

ــ ــنر )Kirchhoff( هفكريش ــتفاده  )Reissner( و ريس اس
كردند. در ادامه آنها با استفاده از پيوسـتگي تغييرمكـان   

تماس، مقدار تنش تماسـي   يدر نقاط مختلفي از ناحيه
را برحسب بارگذاري وارد و سختي نسبي بين صـفحه  

سـيليپ و  ، [6 ,4 ,3]و فونداسيون تعيين كردند. سيليپ 
و سـيليپ و گـولر    [8 ,7]و دمير سيليپ  ،[5]همكاران 

ــروي مســائل اســتاتيكي و ارتعاشــات   [9] مطالعــاتي ب
اي و هارمونيك ديناميكي بر روي تير، صـفحات دايـره  

هـاي بـدون   مستطيلي قرار گرفتـه بـر روي فونداسـيون   
قابليت تحمل كشش از نوع وينكلر و الاسـتيك انجـام   

بـه   2007عنوان مثال، سيليپ و گولر در سال اند. بهداده
اي دايـره  يتعيين پاسخ اسـتاتيكي و دينـاميكي صـفحه   

قرار گرفتـه بـر روي فونداسـيون بـدون اصـطكاك بـا       
تعريف دو پارامتر پرداختند. آنها در تحقيقاتشان، تـنش  

ــي  ــه pتماس ــكل    را ب ــه ش ــارامتري ب ــورت دو پ ص
4

w sk w k w    ــه ــد ك ــف كردن دو  skو  wkتعري
سازي اثر خاك زيرين  فونداسـيون و  پارامتر براي مدل

w باشد. پك و همكـاران در  تغييرمكان فونداسيون مي
به تحليل كامل تماس بدون قابليت تحمـل   2008سال 

ي قـرار گرفتـه   اپذير دايـره انعطاف يكشش يك صفحه
 يپرداختنـد. آنهـا مسـأله    ايزوتروپفضاي بر روي نيم

پذير بـدون كشـش را توسـط معـادلات     تماس انعطاف
 يانتگرالي و شرايط مرزي و پيوستگي حاكم بر مسـأله 

عنـوان  تمـاس را بـه   يشعاع ناحيـه  و نددسازي كرلمد
بـه روش سـعي و خطـا محاسـبه     يك مجهـول اضـافه   

  . [26] نمودند
ايي كه نويسندگان مطلـع هسـتند، انـدركنش    تا ج  
پذير و محيط ايزوتروپ جانبي بررسي انعطاف يصفحه
است. لذا در اين مقاله اين موضـوع مـورد توجـه    نشده

با اعمال نيروي قـائم  ابتدا  است. بدين منظورقرار گرفته
ديفرانسـيل حـاكم بـر     يرينگي به صفحه و حل معادله
اي دايـره  يقـائم صـفحه  صفحه، تابع گرين تغييرمكـان  

فضـاي  ر نيممعادلات حاكم ب يآيد. در ادامهدست ميهب
اي شامل سيستم مختصات استوانه درايزوتروپ جانبي 

كــرنش يــا معــادلات  –معـادلات تعــادل، روابــط تــنش 
و در  مكـان بيـان شـده   تغيير –رفتاري و روابط كـرنش 

هـاي بـردار تغييـر    لفهؤادامه معادلات تعادل بر حسب م
 يآيند. اين معادلات شامل دو معادلـه دست ميهكان بم

باشند كـه بـراي   ديفرانسيل درگير با مشتقات جزئي مي
سازي آنهـا از تـابع پتانسـيل لخنيتسـكي اسـتفاده      مجزا
كمـك تبـديل انتگرالـي هنكـل،     شـود. در ادامـه بـه   مي

يافتـه بـراي   مكان در فضاي تبديلرييهاي بردار تغمولفه
آيد و با اعمـال  دست ميوزيع رينگي بها تبنيروي قائم 

تبديل معكوس هنكل، توابع گـرين تغييرمكـان قـائم و    
و بـا كمـك تـابع گـرين      آيـد ميدست به فضاافقي نيم

پـذير و نيـز شـرايط    انعطـاف  يرمكان قائم صـفحه ييتغ
دست هي بپيوستگي موجود در سطح تماس آنها طريقه

حــث قــرار نتگرالــي دوگانــه مــورد با آوردن معــادلات
اي پذير بودن صفحه، ناحيـه . با توجه به انعطافگيردمي

فضاي زيرين وابسته به نوع بارگذاري و از صفحه از نيم
شود. شعاع ايـن  فضا جدا ميسختي نسبي صفحه و نيم

شـود. سـپس   ناحيه به روش سـعي و خطـا تعيـين مـي    
دسـت آمـده بـا اسـتفاده از روش     انتگرالي بـه  يمعادله
نگـي بـا   هـاي ري كارگيري المـان محدود و بههاي المان

شود. از نتايج حاصـل، فشـار   توزيع ثابت فشار حل مي
پـذير تعيـين شـده و از آن انـدازه     انعطاف يصفحهزير

دسـت  بـه  صـفحه نيروي تماسي در اثر تحريك وارد به 
دست آمده از اين شود كه نتايج بهآيد. نشان داده ميمي

صفحه حالتي كه سختي در  ايزوتروپروش براي مواد 
صلب)، بر نتـايج   يصفحهنهايت ميل كند (به سمت بي

و در حالتي كـه   [23]قبلي ارائه شده توسط لوكو و ميتا 
پـذير)،  انعطـاف  يصـفحه محدود است ( صفحهسختي 

منطبـق   [26]بر نتايج ارائه شده توسط پك و همكـاران  
 يبر رفتار اندركنش صفحه ايزوتروپيااست. اثر ميزان ن
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هـايي  گـراف جـداول و  كمك فضا بهپذير و نيمانعطاف
  شوند.نشان داده مي

  
  چگونگي حل مسأله

و  0aداخلـي   پذير بـه شـعاع  انعطاف ايحلقه يصفحه
جانبي  ايزوتروپفضاي مستقر بر نيم a شعاع خارجي

zqحوري قائم متقارن م تحت اثر بارگذاري (r)  تنش و
zp تماسي (r)  2و 1 (شكل شودگرفته ميدر نظر.(pE 

ضخامت صـفحه   hضريب پواسون و  pمدول يانگ،
كـه تـا قبـل از آن صـفحه و      است اعيشع باشد. مي
و بعـد از آن صـفحه از    نـد فضا با هم در تماس بودنيم
شـود كـه تئـوري    مـي  فـرض . فضا جدا خواهد شدنيم

چنـين سـطح تمـاس    حاكم  و هـم  كريشهف بر صفحه
باشـد. در  قابليت تحمل كشـش  فضا بدون صفحه و نيم
 يصـورت كلـي بـراي صـفحه    بـه حاكم  يابتدا معادله

rاثر بار رينگي اعمال شـده در شـعاع    تحت ايحلقه ' 
پس از تعيين ضـرايب ثابـت حاصـل از    و  شودميحل 

تـابع گـرين حـاكم بـر تغييرمكـان قـائم        گيري،انتگرال
براي داشـتن  در ادامه  .يدآدست ميهباي حلقه يصفحه

اي كامل با ميـل دادن  دايره يدر حالت صفحه تابعاين 
 يبه سمت صفر، ضرايب براي صفحه 0aشعاع داخلي 

و از آن تابع گرين تغييرمكان قائم  آيدميدست هكامل ب
تعادل معادلات  سپسآيد. دست ميهاي بدايره يصفحه

 در نظـر گرفتـه   جـانبي  ايزوتـروپ ي فضـا حاكم بر نيم
هـاي  فـه و با اعمال بار رينگي، تـابع گـرين مؤل   شودمي

سـتفاده  با ا در ادامه و آيددست ميهتغييرمكان و تنش ب
 تـنش تماسـي  تابع ، تغييرمكان قائم پيوستگي طياز شرا

صفحه  zp (r) حـل معـادلات انتگرالـي حـاكم بـر       با
هـاي رينگـي تعيـين    استفاده از روش المـان  مسأله و با

مقدار  ،تماسيتنش با داشتن تابع  در ادامه خواهند شد.
 با سعي و خطا عنوان مجهول اضافهبه   تماس شعاع

تابع پتانسيل -از روابط تنشو  قابل محاسبه خواهد بود
تـنش   ، مقادير تغييرمكـان و تابع پتانسيل -و تغييرمكان

   آيند.مي دستهفضا بنيمصفحه و  قاط مختلفدر ن
  

  
 فضاپذير مستقر بر نيمنعطافاي احلقه يصفحه  1شكل 

  

  
  فضااي بر روي نيمحلقه ياثر تنش تماسي صفحه  2شكل 

 

  حاكم بر صفحه بار رينگي تعيين تابع گرين
 متقـارن  قـائم بارگـذاري   تحـت اثـر   ايحلقـه  يصفحه
zq محوري (r)   و واكنش بسـترzp (r)   گرفتـه  در نظـر

م بـر صـفحه بـراي    ديفرانسـيل حـاك   ي. معادلهودشمي
pw تغييرمكان عمـودي  (r)   هـاي  بـا فـرض تغييرمكـان

صورت زيـر  اي بهدستگاه مختصات استوانه كوچك در
  :[29] باشدمي
  

    

22
p p4

p 2 2

d w (r) dw (r)d 1 d 1
w (r) ( )( )

r dr r drdr dr
(r)

,
D

   


  

)1(  
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عمران فردوسي  مهندسي ينشريه 1394، يك ي، شمارههفتمسال بيست و    

  كه در آن :
)2                                       (

3
p

2
p

E h
D

12(1 )



 

zو  z(r) q (r) p (r)    وارد بـر  قائمبارگذاري برآيند 
با در نظـر گـرفتن قـرارداد    باشد. صفحه مي هر نقطه از

گشـتاور خمشـي و نيـروي     )3(علامت مطـابق شـكل   
  :[29] باشندصورت زير ميبه صفحه شعاعي برشي

  
)3               (

2
p p p

r 2

d w (r) dw (r)
M (r) D( )

r drdr


  

  
  
)4(

3 2
p p p

r 3 2 2

d w (r) d w (r) dw (r)1 1
V (r) D( )

r drdr dr r
   

  

جاي دست آوردن تابع گرين صفحه، بههب منظوربه  
(r)  1بار رينگي عمودي با شدت

2 r '
 rدر شـعاع   

  :شودگرفته ميدر نظر  )4(صورت زير و مطابق شكل به
)5( (r r ')

(r)
2 r '

 
 



  باشد.ديراك ميدلتاي تابع  كه در آن 
بـه دو ناحيـه بـا    شعاعي صـفحه   ييم دامنهبا تقس  

  صورت زير:، بهrفصل مشترك در شعاع 
  
)6(  1 0R (r, ) 0 2 , a r r       

  

)7(  2R (r, ) 0 2 , r r a       

  

  
  

  تحت اثر بارگذاري قائم وارد بر آن در مختصات شعاعي يالمان ديفرانسيلي صفحه  3ل شك

  

  
  

   rپذير تحت اثر بار رينگي وارد بر آن در شعاعاي انعطافحلقه يصفحه  4 شكل
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 1394، يك ي، شمارههفتمسال بيست و   عمران فردوسي  مهندسي ينشريه

چهـارم حـاكم    يديفرانسيل مرتبه يجواب معادله  
 ـت زيـر  صـور دو ناحيـه بـه  اين بر صفحه در  دسـت  هب

  :آيدمي
)8     (1 2 2

p 1 2 3 4 1w (r) C r lnr C lnr C r C , r R      
)9   (2 2 2

p 5 6 7 8 2w (r) C r lnr C lnr C r C , r R    
 

  
، ضرايب ثابت 8Cالي  1Cدر روابط فوق مقادير   

باشند كه با استفاده از شرايط گيري ميحاصل از انتگرال
  .  صفحه تعيين خواهند شد مرزي و پيوستگي حاكم بر

با توجه به توضيحات فوق و بـا در نظـر گـرفتن      
rشرايط گشتاور خمشي و نيروي برشي صـفر در  a ،

0rتغييرمكــان و گشــتاور خمشــي صــفر در     a  و
پيوستگي تغييرمكان، شيب، گشتاور خمشـي و نيـروي   

rبرشي در  r '    شرايط مرزي و پيوسـتگي حـاكم بـر ،
  صورت :اي بهحلقه يصفحه

1 1 2
p 0 r 0 r

2 1 2 1 2
r p p r r

1 2 1 2
p p r r

r r ' r r '

w (a ) 0, M (a ) 0, M (a) 0,

V (a) 0, w (r ') w (r '), M (r ') M (r '),

d d 1
w (r) w (r) , V (r ') V (r ') .

dr dr 2 r ' 

  

  

  


 )10(  
) در 9) و (8)، (4)، (3گذاري روابط (باشند. با جايمي

 الي 1Cروابط فوق، دستگاه معادلات حاكم بر ضرايب 
8C شوند:رت زير نوشته ميبه صو  
  

 

 

 

2 2
1 0 0 2 0 3 0 4

p
1 p 0 p 2 2

0

3 p

p
5 p p 6 2

5
7 p

2
1 5 2 6

2
3 7 4 8

1 5 p p

p
2 6 2

C a ln a C ln a C a C 0,

1
C 3 2Ln a (1 ) C

a

2C (1 ) 0,

1
C 3 2Ln a(1 ) C

a
4 C D

2C (1 ) 0, 0,
a

r ' ln r '(C C ) ln r '(C C )

r ' (C C ) C C 0,

(C C ) 2 ln r '(1 ) 3

1
(C C )

r '

   

 
      

  

 
      

   

   

   

      

 
 3 7 p

2 6
1 5 3 72

5 1

2(C C )(1 ) 0,

C C
(C C )r '(2 ln r ' 1) 2r '(C C ) 0,

a
4D 1

(C C ) 0,
r ' 2 r '

    


     

  
  

)11(  

الـي   1Cبا حل دستگاه معادلات فـوق، ضـرايب     
8C صورتاي بهحلقه يبراي صفحه:  
  

 



1

2 2 2 2
0 p 0 p

2 2 2
0 p

2 2
3 p 0 02 2

0 p

2 2 2
0 p p p

2
2 20

4 0 p p2 2 2
0 p

1
C

8 D

a 2a ( 1)(lnr' lna ) ( 1)(a r' )
C

8 D(a a )(1 )

1
C 2(1 )(a lnr' a lna )

16 D(a a )( 1)

a ( 3) 2a ( 1) r' (1 )

a
C 2a 2lna lnr'( 2 1)

16 D(a a )( 1)

2lna





      


  

      

       

        


 
 

 

2 2
0 p p 0 p 0

2
0 p

2 2
0 p p p

2 2
0 p p

5

2 2 2 2
0 p 0 p 0

6 2 2
0 p

2
7 0 p 02 2

0 p

2
0

( lna 2 lna

lna 1) (1 )(1 lnr')

r' 2lna (1 ) ( 2) 1

a 2 3

C 0

a 2a ( 1)(lnr' lna ) ( 1)(a r' )
C

8 D(a a )(1 )

1
C 2a (1 )(lnr' lna )

16 D(a a )( 1)

(a

    

    

     

    


      


  

      




 

 




2
p

2 2 2
8 0 p 0 p2 2 2

0 p

2 2
p 0 p

2 2
0 p p 0

2
0 p

2 2 2
p p

2 2 2
0 0 p p

2 2
0 p

2
p p

r' )( 1)

1
C 2a a 2 (lna ) ( 2)

16 D(a a )( 1)

2 lna lnr'

2lna lnr'( 2 1) 2(lna )

lnr' 2lna 1

r' lnr'(1 ) 1

a a 2 3

r' 2(lna lnr')(1 )

2 3

   

        

  

     

   

   

    

  

    
)12 (  

گـذاري ايـن ضـرايب در    آيند. با جايدست ميهب  
 يگرين تغييرمكان قـائم صـفحه  تابع )، 9) و (8ط (رواب
ناشي از بار رينگـي قـائم در شـعاع     rاي در شعاع حلقه

r   آيد:دست ميهصورت زير ببه '
      



  139      عزيزاالله اردشير بهرستاقي   -مرتضي اسكندري قادي -قاسم گرجي بندپي
 

 
عمران فردوسي  مهندسي ينشريه 1394، يك ي، شمارههفتمسال بيست و    

   
 

annu 2 2
p 1 2 3 4

2 2
5 6 7 8

w (r; r ') C r ln r C ln r C r C H(r ' r)

C r ln r C ln r C r C H(r r ').

     

       
)13(

  

و ضـرايب   اسـت تابع هويسـايد   (.)Hكه در آن   
1C  8اليC  اگـر   انـد. ) تعريـف شـده  12( يدر رابطـه

صورت حـدي برابـر صـفر در نظـر     به 0aشعاع داخلي
ــه شــود، ضــرايب  ــ 8Cالــي  1Cگرفت  يراي صــفحهب

  آيند:دست ميهب صورت زيراي بهدايره

 
1 2

2 2
p p p

3 42
p

22
p

5 6 7 2
p

2

8

1
C , C 0,

8 D

2a ln r '( 1) 1 r ' (1 )
C ,C 0,

16 Da ( 1)

r ' ( 1)r '
C 0, C , C ,

8 D 16 Da ( 1)

r ' (ln r ' 1)
C .

8 D


 


     

 
  

  
  

   

 



)14(  

)، 9) و (8در روابط ( فوق گذاري ضرايببا جاي  
 rدر شـعاع   ايدايره يگرين تغييرمكان قائم صفحهتابع 

rناشي از بار رينگي قائم در شـعاع   صـورت زيـر   بـه  '
  آيد:دست ميهب

 2 2
p p psolid 2

p 2
p

2

22 2
p 2

2
p

2a lnr '( 1) 1 r ' (1 )
w (r;r ') r

16 Da ( 1)

r lnr
H(r ' r)

8 D

r ' ( 1)r ' r ' (lnr ' 1)
lnr r H(r r ').

8 D 8 D16 Da ( 1)

      
 
   


   

   
        

)15(  
ا استفاده از تابع گـرين تغييرمكـان قـائم صـفحه     ب  
ــره ــه15 ي(رابطــه ايداي ــي  ي) و نظري ــل بت  ،[20]تقاب

 نيروهاي تغييرمكان عمودي اين صفحه تحت اثر برآيند
صورت به تنش تماسيناشي از بار قائم خارجي و تابع 

  شود:انتگرالي زير بيان مي يرابطه
  

 
a

solid
p p p z z

0

w (r) w (0) w (r; r ') q (r ') p (r ') dr ',

0 r a

  

 

  

)16(  

  فضاتعيين تابع گرين بار رينگي حاكم بر نيم
كـه محـل نشـيمن صـفحه      جانبي ايزوتروپفضاي نيم
شـود كـه محـور    طـوري در نظـر گرفتـه مـي     باشـد مي

باشـد.   نشـيمن صـفحه  آن عمود بـر سـطح    پيايزوترو
o)اي دستگاه مختصات استوانه : r, , z)    طـوري قـرار

 ايزوتروپيموازي محور  z داده در آن امتشود كداده مي
zفضا با و نيم باشد 0 معادلات تعـادل   .تعريف شود

برحسب تغييرمكان در شرايط متقارن محـوري و بـراي   
حــالتي كــه نيروهــاي حجمــي وجــود نداشــته باشــد   

  :[22] شودصورت زير نوشته ميبه
  

2 2 2

11 44 13 442 2 2

2 2

33 442 2

2

13 44

u 1 u u u w
A ( ) A (A A ) 0

r r r zr r z

w w 1 w
A A ( )

r rz r

u 1 u
(A A )( ) 0

r z r z

   
     

   

  
  

 
 

  
  

)17(  
تغييرمكـان  هاي بـردار  مؤلفه w و uبطه در اين را  

ضـرايب   ijAو  هسـتند  zو  r ترتيـب در امتـدادهاي  به
را بـه تانسـور    ijباشند كه تانسور تـنش  ارتجاعي مي

  :]22[ سازندميمربوط  ijكرنش 
  

        rr 11 rr 13 zz 12 rr 13 zz

zz 13 rr 33 zz rz 44 rz

A A , A A ,

A A , 2A .
         

       
  

)18(  
66 صـورت به 66Aضريب اضافي 11 12A (A A ) 2  

منظـور نرمـال   شود. اين ضريب در ادامه بـه تعريف مي
. ضـرايب ارتجـاعي   كردن ضرايب استفاده خواهد شـد 

ijA برحسب ضـرايب مهندسـي نوشـته    صورت زير به
  :[22]شوند مي
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11 13
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33 44 66
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)19 (  
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معــرف مــدول يانــگ در    E )19( يدر رابطــه  
معرف مدول يانـگ عمـود بـر     Eايزوتروپي، يصفحه
معــرف ضــريب پواســون در  ايزوتروپــي،  يصــفحه
سـون امتـداد   معرف ضريب پوا ايزوتروپي،  يصفحه

ايزوتروپي نسـبت بـه هـر امتـداد در      يعمود بر صفحه
معرف مدول برشي در  باشد، ايزوتروپي مي يصفحه

ــفحه ــي و يص ــي در   ايزوتروپ ــدول برش ــرف م مع
بـراي   باشـد. ايزوتروپي مي يصفحات عمود بر صفحه

ــراي  ــروپ) ض ــان (ايزوت ــواد همس ــاعي م  ijAب ارتج
   شوند:صورت ذيل تعريف ميبه

            
11 33 12 13

44 66

2 (1 ) 2
A A ,A A ,

1 2 1 2
A A .

  
   

   
     

)20(  
 معــرف مــدول برشــي و  فــوق،  روابــطدر   

  باشد.معرف ضريب پواسون مي
ــادل (   ــادلات تع ــادلا 17مع ــتگاه مع ــك دس ت ) ي

منظـور  باشند. بـه ي ميئات جزديفرانسيل درگير با مشتق
 اســكالر از تــابع پتانســيل ايــن معــادلاتســازي مجــزا

علـت كامـل بـودن در حالـت تقـارن      به (F)لخنيتسكي
هـاي بـردار   لفـه ؤشـود. م استفاده مي محوري و سادگي

در دســتگاه  Fتغييرمكــان برحســب تــابع پتانســيل    
صـورت  اي و در حالت اسـتاتيكي بـه  ت استوانهمختصا

  :[31]شوند زير نوشته مي
  
)21(

2 2
2

3 1 2

F
u , w (1 ) F.

r z z

  
         

  

  كه در آن:

             
66 12 13 4444

1 2 3
66 66 66

2
22

2
1

A A A AA
, , ,

A A A

1
, .

1 r rr

 
     

  
   

 

  

)22(  
 )17(در معادلات تعـادل   )21(با قرار دادن روابط   
صـورت  به Fديفرانسيل حاكم بر تابع پتانسيل  يمعادله

  آيد:در ميزير 
)23( F r z  2 2

1 2
( , ) 0. 

  كه در آن:
)24( 

i

i

i
s z


   



2
22

2 2

1
, ( 1, 2). 

2پارامترهاي و 
1s  2و

2s زير هستند: يهاي معادلهريشه  
  

          
4 2 2

33 44 13 13 44 11 33

11 44

A A s (A 2A A A A )s

A A 0

   


  

)25( 

 2sو  1sبا توجه به مثبت بـودن انـرژي كرنشـي،     
تواننـد اعـداد   توانند اعداد مخـتلط باشـند امـا نمـي    مي

به هر حال قسمت حقيقي  .]22[موهومي خالص باشند 
1s  2وs  مسـئله و   يدسـه مثبت هستند. با توجه بـه هن

 يهاي بزرگ از تبديل هنكـل مرتبـه  rشرايط مسئله در
شـرح زيـر اسـتفاده    صفر نسبت بـه امتـداد شـعاعي بـه    

  :[28]شود مي
)26                    ((0)

0 0F ( ,z) F(r,z) r J ( r)dr      
  تبديل معكوس هنكل آن عبارتند از: كهطوريبه
)27(                      (0)

0 0F(r,z) F ( ,z) J ( r) d       
باشد. صفر مي يتابع بسل نوع اول از مرتبه 0J و  

 ياعمال عملگر تبديل هنكل مرتبه صـفر بـه معادلـه    با
ــف ( 23( ــتفاده از تعريـ ــه ،)26) و اسـ  )23( يمعادلـ
  د:آيصورت زير درميبه
)28( F z   (0)2 2

1 2 ( , ) 0 

      كه در آن:
)29( 2 2 2 2 2

i id (s dz ) , (i 1, 2).    

ديفرانسـيل معمـولي    ييك معادلـه  )28( يمعادله  
باشـند. جـواب   چهـارم بـا ضـرايب ثابـت مـي      يهمرتب

ــه ــرا   )28( يمعادل ــه ش ــه ب ــا توج ــت ب يط در دوردس
  آيد:دست ميهبصورت زير به
)30( s z s zF z A e B e       1 2(0)( , ) ( ) ( ) 

 روي اسـتاتيكي نيشود ) فرض مي5مطابق شكل (  

شـدت قائم به f r,r' 0ينـگ روي رπ    بـه شـعاعr'  در
z 0 صـورت زيـر در امتـداد    گردد. اين نيرو بهمي اعمال

ze شود:تعريف مي    
)31( 

z
(r r ')

(r, r ') ,
2 r

 



f e 
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يرو با توزيع حلقوي فضاي ايزوتروپ جانبي تحت ننيم  5شكل 
rاي به شعاع مؤثر بر حلقه '  

  
  باشد:صورت زير ميكه تبديل هنكل آن به

)32( (0) 0J ( r ')
f ( , r ') .

2


 


 

,r)كـل نيـروي    يطور واضح اندازهبه   r ')f   برابـر
  واحد است:

)33( 2

0 r 0

(r r ')
r dr d 1.

2 r

 

 

 
 

  

zمرزي در شرايط    0 31( يبا توجه به رابطه (
  ) عبارتند از:5( و شكل

)34( rz

zz

(r, z 0;r ') 0,

(r, z 0;r ') f (r, r ').

  
   

 

fكــــه در آن    (r, r ,r)انــــدازه  (' r ')f .اســــت 

 يكليـه  اسـت اسـتفاده شـده   نيـز  كـه پيشـتر   طورهمان
ــه ــنش   مؤلف ــور ت ــاي تانس ــان ه ــردار تغييرمك در  و ب

z)دستدور )  يا(r )  هستند.صفر  

       

2 2 2 2

2 2

ij
r z r z

r z

lim (r, z) 0, lim u(r, z) 0,

lim w(r, z) 0.
   

 

  


  

)35(  
در  بايـد  )34(شرايط مرزي داده شـده در روابـط     

تا بـا جـايگزيني معادلـة     يافته نوشته شوندفضاي تبديل
Aدر آنها بتوان توابـع   )30( ( Bو  ( (  ـ ( دسـت  هرا ب

تانسور تغييرمكان و  بردار هايلفهمؤبدين منظور  آورد.

 0Fبرحسب تـابع   صورت زيرتنش در فضاي هنكل به
  :شوندمي نوشته

)36                               (
(0)

(1)
3

d F
u ( , z)

dz
     

)37    (    
2

(0) 2 (0)
1 2

d
w ( , z) (1 ) F

dz

 
     

 
  

      

(0) 2 2
zz 3 13 33 1

2
(0)

33 2 2

d
( , z) A A (1 )

dz

d
A F

dz

         


 



   

)38 (   
2

(1) 2 (0)
rz 44 3 2 12

d
( , z) A ( ) (1 ) F

dz

 
          

   
)39(  

، )39(الـي   )36(در روابط  0Fگذاري تابعبا جاي  
يافتـه نوشـته   در فضـاي تبـديل   و تنش توابع تغييرمكان

 وابع گـرين ، تبا اعمال عملگر تبديل معكوسو  شودمي
بـراي نيـروي حلقـوي در     و تنش تغييرمكان هايمؤلفه

   آيند:دست ميبه صورت زيرفضاي واقعي به
1 2s z s z3

h 3 1 2 1

0

u (r,z;r ') s A( )e s B( )e J ( r)d ,


             )40(  
 

 

1 2

1 2

s z s z3 2 2
h 1 1 2

0

s z s z
0

w (r,z;r ') (1 ) s A( )e s B( )e

A( )e B( )e J ( r)d ,


   

   

       

    



  

)41(

   

 
 

1 2

1 2

2 2 2
zzh 3 13 33 1

0

s z s z 4
1 2 33 2

s z s z3 3
1 2 0

(r,z;r ') A A (1 )

s A( )e s B( )e A

s A( )e s B( )e J ( r)d ,



   

   

        

      

    



  
)42(  

 

 

1 2

1 2

s z s z4 2 2
rzh 44 3 2 1 2

0

s z s z
1 1

(r, z; r ') A ( ) s A( )e s B( )e

(1 ) A( )e B( )e J ( r)d .


   

   

        

     



)43(  

) و 37روابـط ( و  )34(با استفاده از شرايط مرزي   
Aضرايب )38( ( )Bو( )  برحسـب  صـورت زيـر   بـه

(0)f ( , r ')  ند:شومينوشته  
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)44                        (
(0)

2

33

f ( , r ') ( )
A( )

I( ) A

   
 



  )45                            (
(0)

1

33

f ( , r ') ( )
B( )

I( ) A

  
 


  

  :كه در آن
                      2 2 2

1 1 2 2 3 2( ) (1 s s ) ,        
                      2 2 2

2 1 2 1 3 1( ) (1 s s ) ,        
                                1 2 2 1( ) s , ( ) s ,         

                            2 2
1 2 1 1( ) ( ) (1 ),         

                          2 2
2 2 2 1( ) ( ) (1 ),         

  

               2 313
1 1 2 2 3 2

33

A
( ) (1 s )s ,

A
         

                2 313
2 1 2 1 3 1

33

A
( ) (1 s )s ,

A
         

                        2 1 1 2I( ) ( ) ( ) ( ) ( ).           
)46(  

و  تغييرمكـان هـاي  مؤلفهگرين  وابعبا استفاده از ت  
هــا و ) تغييرمكــان43الــي  40 روابــطفضــا (نــيم تــنش
در صـفحه  تحـت اثـر تـنش تماسـي      فضاهاي نيمتنش

صـورت روابـط انتگرالـي زيـر بيـان      فضاي واقعـي بـه  
  شوند:مي

)47                  (
a

h h z

0

u (r,z) u (r,z;r ')p (r ')dr ', 
  

)48                (
a

h h z

0

w (r,z) w (r,z;r ')p (r ')dr ', 
  

)49               (
a

zzh zzh z

0

(r,z) (r,z;r ')p (r ')dr ',  
  

)50               (
a

rzh rzh z

0

(r,z) (r,z;r ')p (r ')dr '.    

  
   حاكم بر مسأله پيوستگيشرايط معادلات انتگرالي و 

براي در نظـر گـرفتن شـرايط فيزيكـي مسـأله، فـرض       
صـورت  فضا بـه تماس صفحه و نيم يشود كه ناحيهمي
چنـين  بدون قابليت تحمل كشش باشد. هـم كنواخت ي
 شـعاع (اي دايـره  يآزاد در صـفحه  يدليل داشتن لبهبه
 ،(شعاع بلندشدگي يك )(   .وجود خواهد داشـت

تماس قابليت انتقال كشش ندارد  يجايي كه ناحيهآن از
 ـ و با توجه بـه شـرايط پي   جـايي عمـودي   هوسـتگي جاب

فضا، روابـط زيـر در ناحيـه تمـاس بـراي      صفحه و نيم
  باشند:حاكم مي ايدايرهصفحه 

)51                 (h pw (r,0) w (r), 0 r   
   

)52                 (zp (r) 0, 0 r     
بــراي اطمينــان از عــدم نفــوذ صــفحه در داخــل    
aدگي بلندش ـ يفضا در ناحيهنيم ( زيـر   يرابطـه  (

  نيز بايد برقرار باشد:
)53       (h p zw (r,0) w (r), p (r) 0, r a      

رقرار بصورت كامل فضا بهاگر تماس صفحه و نيم  
نيروهـاي تماسـي در    يعبارت ديگر اگـر كليـه  باشد به

وابـط  در ر aاتصال فشاري باشـد،   يهمه جاي ناحيه
  د.شومي جايگزين )53( الي) 51(

 )51( ي، رابطـه )48(و  )16(با توجـه بـه روابـط      
  شود:ميته صورت زير نوشبه
  

a
solid solid

p p z p z

0 0

h z

0

w (0) w (r; r ') q (r ') dr ' w (r; r ') p (r ')dr '

w (r,0; r ') p (r ')dr ', 0 r .





 

   

 

  
)54(  

ــه در آن   solidك
pw   ــائم ــان ق ــرين تغييرمك ــابع گ ت

توانـد  مـي  )54( يبطـه راباشـد.  مـي  ايحلقـه  يصفحه
  صورت زير نيز نوشته شود:به
  

    

solid
h p z p

0

a
solid

p z

0

w (r,0; r ') w (r; r ') p (r ')dr ' w (0)

w (r; r ')q (r ')dr ', 0 r .



   

   



  

)55(

  

راي در نظر گرفتن شرايط تعادل كلي صـفحه در  ب  
امتداد قائم بايد مجموع نيروهاي خارجي در تعـادل بـا   

زير نيز بايـد   يصفحه باشد. بنابراين رابطه تنش تماسي
  برقرار باشد:

)56         (
a

z z z

0 0

F 2 r 'q (r ')dr ' 2 r 'p (r ')dr '


      
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 )52(همراه با محدوديت هاي ذكر شده در روابط   
بـا متغيرهـاي    )56(و  )55(معادلات انتگرالـي   )53(و 

zp (r) و pw  تشــكيل يــك سيســتم معــادلات    (0)
متقـارن   ي در حالـت تماس ـ ائلحـاكم بـر مس ـ  انتگرالي 

بـدون   يتماس مسائل چنين برايهم .دهدمحوري را مي
 اينقطهدر  شعاع تماس ، مقدارقابليت تحمل كشش

مجهـول اضـافه در حـين    عنـوان  دهد كه بايد بهرخ مي
  مسأله تعيين شود.تحليل 
بسيار مشـكل  ) 56) و (55(حل تحليلي معادلات   
و به همين علت تحقيقات چنداني در ايـن زمينـه    است

هـاي  المـان وجود ندارد. در ادامه بـا اسـتفاده از روش   
zp واكنش بستر ، مقداررينگي r(  اصـلي  كـه مجهـول   (

با  توانو از آن مي آيدميدست باشد بهمياين معادلات 
مقـادير تغييرمكـان و تـنش     استفاده از روابـط موجـود،  

 آورد.دست هدلخواه ب يفضا را در هر نقطهنيمصفحه و 

  
  هاي رينگيروش المان

اثـر  جـانبي تحـت    ايزوتـروپ فضـاي  براي تحليل نـيم 
، نـيم فضـاي   a به شـعاع  ايدايرهپذير انعطاف يصفحه

بـا شـدت ثابـت     فشار رينگـي تابع  Nمورد نظر تحت 
ip i N, ( 1,2, 3,..., )  ــه ــر حلق ــؤثر ب ــعاع م ــه ش اي ب

 Nطـوري كـه   گيرد بـه قرار مي iL عرضو  irمركزي 
باشد كه تحت فشار حلقـوي قـرار   هايي ميتعداد حلقه
تـر  منظور انجام محاسبات دقيـق به ).6هاي دارند (شكل

خارجي صفحه عرض هر المـان   هايخصوص در لبهبه
  گردد:زير محاسبه مي ياز رابطه

)57      (
m

i N
m

k

N i
L a i N

k
1

( 1 )
, ( 1,2,3,..., )



 
 
  

  
 
 
 


  

ازاي  ثابـت دلخـواهي مـي باشـد. بـه      mآن  كه در  
m=0 ها عرض ثـابتي خواهنـد داشـت و بـا     تمام المان

ها بـا نزديـك شـدن بـه     ، عرض المانmافزايش مقدار 
صفحه كاهش خواهد يافت. اين ويژگـي شـرايط    يلبه

صـلب   يصـفحه  خارجي يخصوص در لبهتكينگي به
  را ارضا خواهد كرد. ايدايره
ييرمكان هر نقطـه از محـيط بـا    در اين صورت، تغ  

Mمختصات r z( ,   برابر: (
)58                                   (N

i
i

W M W M
1

( ) ( )


   

طـوري كـه   باشد، بهمي
iW M(  M يتغييرمكـان نقطـه   (

و  irاي به شعاع حلقهمؤثر بر  ipعلت فشار حلقوي به
باشـد،  ثابـت مـي   ipجايي كه است. از آن iLبه پهناي

iW M(   برابر است با: )48( يرابطهبا استفاده از  (
i

i

n

i i i i h

m
i i

i j i i j
j j

W M p W M p w r z r dr

m L L n L i N
1 1

( ) ( ) ( , ; ') ',

, ,( 1,2, 3,...,2 ).
 

 

   



 
  

)59(
  

   
    
 ايدايره يحلقه با پهناي متغير در صفحه Nفضاي ايزوتروپ جانبي تحت فشار با توزيع حلقوي مؤثر بر نيم  6شكل   
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  aاي به شعاع صلب دايره يفضا براي صفحهنمايش شماتيك فنر معادل نيم  7شكل

 
مـورد مطالعـه    ايدايـره  يصـفحه جايي كـه  از آن  

 ـپذير ميانعطاف فضـا  يمباشد، تغييرمكان نقاط مختلف ن
و برابـر   اسـت غيريكنواخت ، صفحهدر محل تماس با 

ــا مســاوي قــرار دادن مــي صــفحهتغييرمكــان  باشــد. ب
iنقطـــــه  Nتغييرمكـــــان  iM (r r , z 0)   بـــــا

p iw r i N( ), ( 1,2, 3,..., ) ،N  تشكيل خواهـد  معادله
مجهـــول  Nطــوري كـــه بـــا حــل آنهـــا   ، بـــهشــد 

ip i N, ( 1,2, 3,..., ) شـوند. بـا در اختيـار    ن مـي تعيي
ها، توزيع تغييرمكان و تنش در هـر نقطـه از   ipداشتن 

از ايـن ميـان   و صـفحه تعيـين خواهنـد شـد.      فضـا نيم
را نيـز  و محـيط  صـفحه  توان توزيع فشـار تماسـي   مي

 صـفحه چنـين در حـالتي كـه سـختي     تعيين نمود. هـم 
لب)، با تعيـين  ص يصفحهنهايت ميل كند (سمت بيبه

  زير: ينيروي كل تماسي از رابطه

)60               (
a N

z z i i
i

F r p r dr p L
10

2 ( ) 2 .


     

 )9(شكل فضانيمبعد فنر متمركز معادل سختي بي  
  شود:ي زير تعيين مياز رابطه

)61                                (z
zz

p

F
K

w a A66(0)
  

66aعبارت    A بعد شدن بي براي )61(ي در رابطه
چنـين سـختي فنـر    اسـت. هـم  مقدار سختي اضافه شده

ــترده ــادل گس ــيمي مع ــان ــه  فض ــتفاده از رابط ــا اس  يب
z zzK K a    آيد.دست ميبه /2

  
  نتايج عددي

هـاي قبلـي   بخـش  ازدست آمده در اين بخش، نتايج به

بـرآورد عـددي   شـوند.  صـورت عـددي بـرآورد مـي    به
هاي قبلي نياز بـه دقـت   شده در بخشهاي ارائهانتگرال

تـابع گـرين    چرا كه حـد بـالاي انتگـرال   خاصي دارد، 
و بايد با دقت مناسـب   نيستفضا محدود مربوط به نيم
نـوع مـاده مطـابق     5براي بـرآورد عـددي،   تعيين شود. 

. در ايـن جـدول دو   شـود در نظر گرفته مي )1(جدول 
 33/0و  25/0ل ايزوتروپ با ضرايب پواسون ي اوماده
ي مادهباشد. قي با رفتار ايزوتروپ جانبي ميبو ما است

در ايـن   (Mat 1)، 25/0ايزوتروپ با ضـريب پواسـون   
در  [26] و همكاران اي است كه پكهمان ماده جدول،

ــر گرفتـ ـ ــدهنظ ــاده ان ــريب    يو م ــا ض ــروپ ب ايزوت
  كه لوكـو و ميتـا  اي است ماده، (Mat 2)، 33/0پواسون

ايزوتـروپ   يچنـين مـاده  هـم  .انـد در نظر گرفتـه  [23]
اي است كه ماده (Mat 3) اين مطالعه 3 يجانبي شماره

انـد.  در نظـر گرفتـه  [14] اسكندري قـادي و همكـاران   
بعـد فنـر قـائم معـادل     مطابق تحقيقات آنها سختي بـي 

 يتحـت شـالوده   1 يشـماره  يفضا متشكل از مادهنيم
 2 يشماره يو براي ماده 3333/5اي برابر  دايرهصلب 
 4948/9برابـر   3 يشماره يو براي ماده  0000/6برابر 
 يها با استفاده از رابطـه مناسب المان ياندازه باشد.مي

 يدر ايـن مطالعـه بـراي صـفحه     .شـود ) تعيين مي57(
پذير انعطاف يو براي صفحه 2برابر  m ايدايره صلب
لازم به توضيح است كـه  شود. در نظر گرفته مي 1برابر 

صفحه در حالـت صـلب    يتكينگي تنش تماسي در لبه
و نياز به ريزتر شدن المان نسبت  استتوجه بسيار قابل

 يبــراي تعيــين انــدازهپــذير دارد. بــه حالــت انعطــاف
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عمران فردوسي  مهندسي ينشريه 1394، يك ي، شمارههفتمسال بيست و    

بعـد فنـر قـائم    ها سختي بيمناسب، با تغيير تعداد المان
zzK(  آيـد ميدست به 3و  2، 1 يشماره يبراي ماده (

شود كه هاي مناسب چنان تعيين ميو از آن تعداد المان
هـاي موجـود   دست آمده منطبق بر جوابههاي بجواب

دست بعد فنر قائم بهسختي بي. در مقالات مرتبط باشند
 يثر شالودهشده در اين مقاله تحت اآمده از روش ارائه

 30، ...، 10، 5هاي معـادل  اي با تعداد المانصلب دايره
دسـت آمـده و در   به 3و  2، 1 يالمان براي مواد شماره

طـور كـه   اسـت. همـان  ليست شـده  )4(الي  )2(جدول 

المان ميزان 5، براي1يشماره يشود در مادهمشاهده مي
خطاي نسبي  zz(exact) zz(num) zz(exact)K K / K  برابر

ــراي  5100/0 ــر   30درصــد و ب ــا براب ــن خط ــان اي الم
ي محاسبات بـا در  درصد است. در ادامه، كليه 0018/0

طور كه پيشتر شود. همانالمان انجام مي 30نظر گرفتن 
المـان   يشده بـراي تعيـين انـدازه   گفته شد، روش ارائه

شرايط لازم براي رسيدن بـه دقـت مناسـب و در نظـر     
صـفحه دارا   هـاي در لبه را گرفتن تكينگي فشار تماسي

  باشد.مي
  

  مشخصات مكانيكي مصالح انتخابي   1جدول 
5  

  ايزوتروپ جانبي
4 

  ايزوتروپ جانبي
3 

 ايزوتروپ جانبي
2  

  ايزوتروپ
1 

  Material  ايزوتروپ

150000 100000 50000 53333  50000 2(N / mm )E  
50000 50000 150000 53333  50000 2(N / mm )E  
60000 40000 20000 20000  20000 2(N / mm )G  
20000 20000 20000 20000  20000 2(N / mm )G  
0.25 0.25 0.25 1/3  0.25   
0.25 0.25 0.25 1/3  0.25   

  
حسب تعداد و نتايج عددي اين مطالعه بر  [26]اي ناشي از نتايج تحليلي پك و همكاران صلب دايره يي سختي قائم شالودهمقايسه  2جدول 

 )1 يشماره يالمان (ماده

 اختلاف %
zzK (exact) zzK (num)  تعداد المان 

0.51005.33335.30615 

0.08255.33335.328910  
0.02625.33335.331915  
0.01125.33335.332720  
0.00375.33335.333125  
0.00185.33335.333230  

  
و نتايج عددي اين مطالعه برحسب تعداد   [23]يلي لوكو و ميتا اي ناشي از نتايج تحلصلب دايره يي سختي قائم شالودهمقايسه  3جدول 

  )2 يشماره يالمان (ماده
  اختلاف %

zzK (exact) zzK (num)  تعداد المان  
0.51176.00005.96935 

0.08336.00005.995010  
0.02676.00005.998415  
0.01176.00005.999320  
0.00336.00005.999825  
0.00176.00005.999930  
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و نتايج عددي اين مطالعه   [14]اي ناشي از نتايج تحليلي اسكندري قادي و همكاران صلب دايره يي سختي قائم شالودهمقايسه  4جدول 
  )3 يشماره يحسب تعداد المان (مادهبر

  

 اختلاف %
zzK (exact) zzK (num)  تعداد المان 

0.50979.49489.4464 5 

0.08329.49489.486910  
0.02639.49489.4923 15  
0.01059.49489.493820  
0.00319.49489.494525  
0.00109.49489.494730  
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اي صلب دايره يبراي صفحه  [26]پك و همكاران حاضر با حل تحليلي  يتنش تماسي حاصل از حل عددي مطالعه يمقايسه  8شكل 
  )1 يشماره يباشد (مادهمي 0.002aترين المان در لبه داراي پهناي و كوچك است 30ها تحت بار متمركز مركزي براي حالتي كه تعداد المان
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 )1 يشماره يبار متمركز مركزي (مادها تحت فضاي در حالت چسبندگي كامل صفحه با نيمپذير دايرهانعطاف يتنش تماسي صفحه  9شكل 
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  مركزي  متمركز بار تحت فضانيم با صفحه كامل چسبندگي حالت در دايرهاي پذيرانعطاف يصفحه تماسي تنش  10شكل 
   )3 يشماره ي(ماده
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 متمركز مركزي فضا تحت بارصفحه با نيمحالت چسبندگي كامل  در ايپذير دايرهانعطاف يصفحه و فضانيم تغييرمكان قائم  11شكل 

  )3 يشماره ي(ماده

  
اي صلب دايره يبا استفاده از حل تحليلي شالوده  

 ي، تـنش تماسـي صـفحه   [26]توسط پك و همكـاران  
ــره ــلب دايـــ ــهصـــ ــهاي بـــ ــورت رابطـــ  يصـــ

  0.52 2
zzh 0.5 1 r / a


   طـور كـه در   باشد. همـان مي

دي ايـن مطالعـه،   شود، روش عد) مشاهده مي8شكل (
هاي حل تحليلي از جمله تكينگي فشـار  تمامي ويژگي

كند. حتـي بـا   خوبي ارضا ميتماسي در لبه صفحه را به
تماس، تنها  يالمان رينگي براي ناحيه 5در نظر گرفتن 

درصد خطا نسبت به حـل تحليلـي آن    5100/0حدود 
). ايـن شـكل بـراي حـالتي كـه      2وجود دارد (جـدول  

 ـ  صـورت صـلب   و بـه  اسـت نهايـت  يسختي صـفحه ب
ترسيم شده  باشد، تحت اثر تغييرمكان يكنواخت مي

پوشاني كامل است. همودار دقيق آن مقايسه شدهو با نم
اين دو نمودار نشان از دقت بـالاي محاسـبات بـا ايـن     

  روش عددي دارد.
اي، اهـداف مقايسـه   برايهاي ارائه شده در گراف  

صـورت نسـبتي از مـدول برشـي آن     ختي صفحه بـه س
است. بدين منظور مدول برشي صفحه برابر نوشته شده

4
pG 2 10    نيوتن بر مترمربع و ضريب پواسـون آن

p 0.25  چنــين بــراي شــود. هــمدر نظرگرفتــه مــي
 يمركـز صـفحه  رعايت اختصار، از اين پس تغييرمكان 

ايرهداي pw   شود.نشان داده مي با  (0)
 ي) تــنش تماســي صــفحه10( و) 9هــاي (شــكل  

فضـا را بـا در نظـر گـرفتن     اي و نـيم پذير دايرهانعطاف
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)فضــا چسـبندگي كامــل صــفحه و نــيم  a)   تحــت
در مركز صـفحه بـراي    واحد ينيروي متمركز با اندازه

طور كه در اين دهد. هماننشان مي 3 و 1 يمواد شماره
شـود تـنش تماسـي بـراي مقـادير      ها مشاهده ميفاگر

است و طبق انتظـار  مختلفي از سختي صفحه رسم شده
با كاهش سختي صفحه، تـنش در مركـز صـفحه زيـاد     

 يو با افزايش سـختي آن مقـدار تـنش در لبـه     شودمي
شده نشـان از  هاي نشان دادهشكل د.گردميصفحه زياد 

) در حالت تماس كامل صفحه 52( يحاكم بودن رابطه
فضا و تغييرمكان قائم نيم) 11شكل ( ضا را دارد.فو نيم
 يشـماره  يادهاي را براي مپذير دايرهانعطاف يصفحه

ــه 3 ــفحه و  ب ــل ص ــبندگي كام ــيم ازاي چس ــا و ن فض
متمركـز در مركـز    هاي مختلف صفحه تحت بارسختي

دهد. با توجه بـه ايـن شـكل مشـاهده     صفحه نشان مي
شود، با كاهش سـختي صـفحه، تغييرمكـان انتهـاي     مي

و بـا افـزايش سـختي آن، مقـدار      شودميصفحه بيشتر 
تـر  تغييرمكان صـفحه بـه تغييرمكـان مركـز آن نزديـك     

دليـل برقـراري چسـبندگي كامـل     چنين بهد. همگردمي
) مقـدار تغييرمكـان   51( يبق رابطهفضا طصفحه و نيم

فضا در كل شعاع صفحه با هـم برابـر   قائم صفحه و نيم
  باشند.مي

طــور كـه پيشــتر گفتـه شــد، مقـدار شــعاع    همـان   
عنوان يك مجهول اضافه در حـين  بايد به چسبندگي 

 تعيين آن طبـق شـكل   يروند تحليل تعيين شود. نحوه
زمـان بـا   ) به اين صـورت اسـت كـه هـم    12( يشماره

، مقـدار  تا حدود  aاي شعاع صفحه از كاهش مرحله
شود. اين روند تـا  تنش تماسي در هر مرحله ترسيم مي

ازاي آن، تـنش در تمـام   يافتن اولين شعاع صفحه كه به
همگـي  ) (نقاط صفحه از شعاع صـفر تـا آن شـعاع    

 ) مقـادير  5يابـد. در جـدول (  مثبت باشند، ادامه مـي 
 ـهب دسـت آمـده از   هدست آمده از اين مطالعه با مقادير ب

ايزوتـروپ   يبـراي مـاده   [26]نتايج پـك و همكـاران   
ــه 1 يشــماره ــاي مختلــف صــفحه ازاي ســختيب  يه
است. اختلاف ناچيز اي، مقايسه شده پذير دايرهانعطاف

دقـت بـالاي محاسـبات     يدهنـده اين دو مطالعه نشـان 
ازاي ســختي ) بــه6چنــين در جــدول (باشــد. هــممــي

3
pD / (G a ) 0.01اي، مقادير دايره يبراي صفحه 

دست آمده براي مواد ايزوتروپ و ايزوتروپ جـانبي  هب
با توجه به اين جـدول، مقـدار    است.با هم مقايسه شده

 كمتـر از   3 يشـماره  يدر شرايط يكسان براي ماده
بلنـد   يباشد و بدين معناسـت كـه ناحيـه   ساير مواد مي

صفحه در اين ماده بيشتر از ساير مواد است كـه   يشده
تر بودن اين مـاده اسـت. از طـرف    سخت يدهندهنشان

داراي بيشترين نرمي بين مـواد   2 يمارهش يديگر ماده
   باشد.مي
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)فضاروند يافتن شعاع چسبندگي صفحه و نيم 12شكل  ) فضا اي در حالت عدم چسبندگي صفحه با نيمپذير دايرهانعطاف يبراي صفحه
  )3 يشماره يبار متمركز مركزي (مادهتحت 
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)تماسشعاع  يمقايسه  5جدول  ) ازاي مقادير مختلف سختي صفحه براي به [26]دست آمده از اين مطالعه با نتايج پك و همكاران هب
  )1 يشماره يپذير (مادهاي انعطافهداير يصفحه

  

Pak  اختلاف % et al[2008] 3  مطالعه حاضر
pD / (G a )  

2.0343 0.8750 0.8572  0.05 

2.0685 0.7590 0.7433  0.03  

2.2508 0.6220 0.6080  0.015  

0.8832 0.5435 0.5387  0.01  
 

)شعاع تماس  6جدول  3ازاي سختيفضا بهدست آمده براي مواد مختلف نيمهب (
pD / (G a ) 0.01 پذيرافاي انعطدايره يصفحه  

  

Mat 5 Mat 4 Mat 3 Mat 2  Mat 1 Material  

0.5065 0.5193 0.4516 0.6392  0.5387    
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بار فضا تحت فضا در دو حالت چسبنده و عدم چسبندگي صفحه با نيماي با نيمپذير دايرهانعطاف يتنش تماسي صفحه يمقايسه  13شكل 
  )3 يشماره يمتمركز مركزي (ماده
  

0

5

10

15

20

25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Mat 1

Mat2

Mat3

Mat4

Mat5

Mat1 0.5387

Mat 2 0.6392

Mat 3 0.4516

Mat 4 0.5193

Mat 5 0.5065

 
 
 
 
 

2

( )z

z

p r
F
a

/r a

0z 

Point load
3/ ( ) 0.01

/ 1.0

pD G a

a



 

 
  

فضا با نيمفضا در حالت عدم چسبندگي صفحه فضا بين مواد مختلف نيماي با نيمپذير دايرهانعطاف يتنش تماسي صفحه يمقايسه  14كل ش
  تحت بار متمركز مركزي
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فضا تحت با نيمفضا در دو حالت چسبنده و عدم چسبندگي صفحه اي و نيمپذير دايرهانعطاف يتغييرمكان قائم صفحه يمقايسه  15شكل 
  )3 يشماره يمتمركز مركزي (مادهبار 

 

)، تـــنش تماســـي در دو حالـــت 13در شـــكل (  
چنين فضا و هماي با نيمدايره يچسبندگي كامل صفحه

و سـختي   3 يشـماره  يعدم چسبندگي آنها براي ماده
3ثابت 

pD / (G a ) 0.01 چنـين  هماست. ترسيم شده
ماسي در حالت عـدم چسـبندگي   ) تنش ت14در شكل (

فضا با همان سختي صفحه بـين  اي با نيمدايره يصفحه
اي ترسـيم شـده   صورت مقايسهفضا بهمواد مختلف نيم

ثر ؤفضا بر پاسخ نيروي م ـاثر ميزان ناهمساني نيم است.
) 15شـكل ( شـود.  پذير مشاهده ميانعطاف يبر صفحه

ضـا را در دو  فاي و نـيم دايـره  يتغييرمكان قائم صفحه
فضا و عـدم چسـبندگي   حالت چسبندگي صفحه با نيم

دهـد.  آنها با مقـدار سـختي ثابـت صـفحه، نشـان مـي      
شــود، در شــرايط عــدم طــور كــه مشــاهده مــيهمــان

هـم   فضا باصفحه و نيم چسبندگي، از شعاع صفر تا 
فضـا جـدا   صفحه از نيم aتا  و از شعاع اند در تماس

فضا از صـفحه بيشـتر   خواهد شد و تغييرمكان قائم نيم
) 53( يحـاكم بـودن رابطـه    يدهنـده شود كه نشانمي
  باشد.مي

فضا را در سـطح  ) مقادير تنش قائم نيم16( شكل  
اي نشان ازاي مقدار سختي ثابت صفحه دايرهفضا بهنيم
شود، با دور شـدن از  طور كه مشاهده ميدهد. همانمي

مركز صفحه، طبق اصل منظم بودن جواب، مقدار تنش 
) 17( شـكل  كنـد. فضا به سمت صفر ميـل مـي  قائم نيم

ازاي مقـدار  به را عمقفضا در مقادير تغييرمكان قائم نيم
كه در ايـن   دهدمياي نشان دايره يسختي ثابت صفحه

مقدار ر، محل اثر بامورد نيز مطابق فوق با دور شدن از 
شكل  كند.تغييرمكان قائم صفحه به سمت صفر ميل مي

) تأثير ميـزان سـختي صـفحه بـر تغييرمكـان قـائم       18(
دهد. اين شكل در حالـت  فضا در سطح را نشان مينيم

ازاي فضـا بـه  اي بـا نـيم  دايره يچسبندگي كامل صفحه
طـور  است. همانهاي مختلف صفحه ترسيم شدهسختي

ــا افــزايش ســختي صــفحه، شــودكــه مشــاهده مــي ، ب
فضا در سـطح زيرصـفحه   يكنواختي تغييرمكان قائم نيم

بيشـتر شـده و بــا كـاهش سـختي صــفحه ايـن مقــدار      
  تغييرمكان غيريكنواخت و روند كاهنده خواهد داشت.

در انتها لازم به توضـيح اسـت كـه بـا توجـه بـه         
اثر ميـزان نـاايزوتروپي در   ، شدهارائه و جداول هافاگر

مسأله بدين صورت است كه مقدار شعاع تمـاس  پاسخ 
)(   33بــا نســبت pA / G معكــوس دارد   يرابطــه
كه با افـزايش ايـن نسـبت، شـعاع چسـبندگي      طوريبه

شده در اين چنين روابط ارائه. هميابدصفحه كاهش مي
باشـد و بـا   فضاي ايزوتروپ جانبي مـي مقاله، براي نيم

تـوان از ايـن روابـط    انتخاب مصـالح ايزوتـروپ نمـي   
فضاي ايزوتروپ نياز بـه  استفاده نمود، چراكه براي نيم

سازي و ساده 2sو 1sبازنويسي روابط و اصلاح مقادير 
    ارائه شده است. [26] باشد كه در مرجعروابط مي
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فضا اي با نيمپذير دايرهانعطاف يفضا در حالت عدم چسبندگي صفحهفضا در سطح بين مواد مختلف نيمنيم تنش قائم يمقايسه  16كل ش
  ثابت صفحهسختي  تحت بار متمركز مركزي و
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اي با پذير دايرهانعطاف يحهفضا در حالت عدم چسبندگي صففضا در عمق بين مواد مختلف نيمنيم تغييرمكان قائم يمقايسه  17شكل 
  سختي ثابت صفحهفضا تحت بار متمركز مركزي و نيم
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اي با پذير دايرهانعطاف يهاي مختلف صفحه در حالت چسبندگي صفحهازاي سختيفضا در سطح بهنيم تغييرمكان قائم يمقايسه  18شكل 
)3 يشماره يبار متمركز مركزي (مادهفضا تحت نيم
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  گيرينتيجه
فضاي ايزوتروپ جانبي م نيمأ، به تحليل تومقالهدر اين 
پذير تحت اثر نيـروي قـائم   انعطاف ايدايره يو صفحه

رنده از مركز صفحه پرداخته متقارن نسبت به محور گذ
حـاكم   ديفرانسيل يبراي انجام تحليل، ابتدا معادله شد.

حل شد و از آن تابع گرين تغييرمكـان قـائم    بر صفحه
دست آمد. سپس هحلقوي وارد بر آن به تحت بار حصف
م فضاي ايزوتروپ جانبي تحت اثر بار حلقـوي قـائ  نيم

ر آن بررسي شد و با حل معادله تعادل حاكم بـر  وارد ب
 ـ نيز فضامحيط، تابع گرين تغييرمكان قائم نيم دسـت  هب

آمد. در ادامه با در نظر گرفتن شرايط پيوستگي صـفحه  
صـفحه از حـل معـادلات    تنش تماسي فضا، تابع با نيم

هـاي  انتگرالي حاكم بر مسأله با استفاده از روش المـان 
مراحـل  شتن ايـن تـابع و انجـام    با دا رينگي تعيين شد.

فضا تعيـين  ، شعاع چسبندگي صفحه با نيمسعي و خطا
ن نمودارهاي تنش و تغييرمكـان بـراي   آشد و از نتايج 
ــيم  ــفحه و ن ــاس  ص ــطح تم ــا در س ــوفض احي و در ن

نمودارهـاي  هايي ارائه شـد.  فاصورت گربهدوردست 
 يبـا كـاهش سـختي صـفحه     داد كـه شـده نشـان   ارائه

zpپذير، مقدار تنش تماسي انعطاف (r)    در زيـر محـل
طـوري كـه هرچـه    اثر بارگذاري روند افزايشي دارد بـه 

زديك شود، مقدار تنش تماسي سختي صفحه به صفر ن
كنـد. از  نهايت ميل مـي بارگذاري به سمت بي در محل

طرفي ديگر بـا افـزايش سـختي صـفحه، مقـدار تـنش       
كـه در  طـوري بـه  شـود مـي صفحه بيشتر  تماسي در لبه

 نهايت (صفحه صلب)، تنش در لبـه صفحه با سختي بي
مشاهده شد چنين هم كند.نهايت ميل ميسمت بيبه آن

أله بـه نسـبت   كه اثـر ميـزان نـاايزتروپي در پاسـخ مس ـ    
33 pA / G  طوري كه با افـزايش نسـبت   به استوابسته

تري فضا در شعاع كوچكفوق، جداشدگي صفحه و نيم
  افتد.اتفاق مي

ــفحه      ــان ص ــه تغييرمك ــوط ب ــاي مرب  ينموداره
دهنـد كـه مقـادير آنهـا      فضا نشان ميپذير و نيمانعطاف

باشـد و اثـر   ا ميفضتابعي از جنس مصالح صفحه و نيم
متقابل سختي اين دو محيط، بر آنها تأثيرگـذار خواهـد   

طـوري كـه بـا افـزايش سـختي صـفحه، مقـدار        بود، به
شـود. بـا   تـر مـي  فضا يكنواختتغييرمكان صفحه و نيم

 هــا وفضــا بــر تــنشاثــر مــواد مختلــف نـيم  يمقايسـه 
سختي  3 يشماره يها نشان داده شد كه مادهتغييرمكان
 ـ ردنسبت به سـاير مـواد دا   بيشتري  يلعكس مـاده او ب
سختي كمتري نسـبت بـه سـاير مـواد دارد.      2 يشماره

شـده  هـاي ارائـه  چنين با توجه به جـداول و گـراف  هم
تـنش تماسـي، ثابـت شـد كـه بـا        يمربوط به محاسبه

پـذير، شـعاع تمـاس    انعطـاف  يكاهش سختي صـفحه 
تـري نسـبت بـه    در نقاط نزديك )(فضا صفحه و نيم

و بـا افـزايش سـختي     افتدميمحل اثر بارگذاري اتفاق 
طوري كه به شودميتر صفحه نزديك ياين شعاع به لبه

گـاه دچـار   نهايـت، صـفحه هـيچ   در حالت سـختي بـي  
جداشـدگي   يچنين پديـده بلندشدگي نخواهد شد. هم

از  هاي مربوط نشان داده شد كه طبـق انتظـار،  در گراف
فضا از صفحه بيشتر شـد  تغييرمكان نيم شعاع بعد از 

و با بلند شدن صفحه، عدم پيوستگي اين دو محـيط در  
هـاي  اين ناحيه مشاهده شد. در انتها با توجه بـه شـكل  

و فضا نسـبت بـه سـطح    تغييرات تنش و تغييرمكان نيم
دور شدن از كه با  عمق در نقاط دوردست، مشاهده شد

محل اثر بارگذاري، مقادير آنهـا بـه سـمت صـفر ميـل      
يكي  كه دلالت بر اصل منظم بودن جواب دارد. كندمي

 يديگر از نتـايج قابـل ذكـر در ايـن قسـمت، محاسـبه      
zz(Kسختي استاتيكي معادل خاك  در حـالتي اسـت    (

صلب) كـه   ي(صفحه استنهايت كه سختي صفحه بي
فضـا،  ازاي مواد مختلف نـيم ا مقادير تحليلي موجود بهب

  مطابقت دارد.
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