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 ـتحـت ن  دار تـرك  يهـا  سـتون  يداريو پامنظور بررسي اثر ترك بر رفتار ارتعاشي  به جديدي يليتحلق حاضر روش يدر تحق  چكيده  يروي

مدل شده است كه دو قسمت سالم ستون را در محل  يچشيك فنر پي، ترك با يموضع يريپذ ف انعطافيكمك تعر به. ارائه شده است يمحور
و  يع ـيطب يهـا  بر فركانس يمحور يروير ترك و نيتأث يمتناظر به بررس ي ژهيو پس از استخراج مسأله مقدار. سازد يگر متصل ميكديترك به 

موجـود در   يج تجربيج مدل ارائه شده با نتاينتا ي سهيمقا. مختلف پرداخته شده است يط مرزيدار با انواع شرا ترك يها ستون يت باربريظرف
دار را  تـرك  يهـا  سـتون  يت بـاربر يو ظرف يرفتار ارتعاش يدقت مناسب ، بايد ارائه شده در ضمن سادگيدهد كه مدل جد يات فن نشان ميادب
ت و عمق ترك نشـان  يرات آن نسبت به موقعييتغ ي دار و مطالعه ستون ترك يعيطب يها و فركانس يت باربريظرف ي محاسبه. كند يم ينيب شيپ
 ـزان ايشود كه م يستون م يت باربريو ظرف يعيطب يها وجود ترك باعث كاهش فركانس يدهد كه در حالت كل يم  ـن كـاهش بـه موقع  ي ت و ي

 يعيطب يها باعث كاهش فركانس يفشار يو بار محور يعيطب يها ش فركانسيباعث افزا يكشش ين بار محوريچن هم. دارد يعمق ترك بستگ
سـتم  يو س رسـد  مـي بـه صـفر    تا در بار كمانش مقدار آن يابد مياول كاهش  يعي، فركانس طبيفشار يش بار محوريكه با افزا يشود طور يم
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  .، بار كمانشيمحور يروي، نيعيدار، فركانس طب ، ستون تركيارتعاش تحليل  يكليد هاي هواژ
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Abstract   In this paper, a new analytical method is proposed to study the effect of crack and axial load 
on vibration behavior and stability of the cracked columns. Using the local flexibility model, the crack 
has been simulated by a torsional spring with connecting two segments of column in crack location. By 
solving governing eigenvalue equation, the effect of crack parameters and axial load on the natural 
frequencies and buckling load as well as buckling load are investigated. The results show that the 
presents of crack cause to reduction in natural frequencies and buckling load whereas this reduction is 
affected by the location and depth of the crack. Furthermore, the tensiel and compressive axial load 
increase and decrease the natural frequencies, respectively. In addition, as the compression load 
approaches to certain value, the fundamental natural frequency reaches zero and instability occurs. The 
accuracy of the model is validated through the experimental data reported in the literature. 
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 1394دو،  ي سال بيست و ششم، شماره  عمران فردوسي  مهندسي ي نشريه

 مقدمه
 يرات مختلف ـييد خود دچار تغيها در طول عمر مف سازه
و  ي، خـوردگ يجاد و گسترش ترك، فرسودگيل اياز قب

 ـر ايشـوند كـه تـأث    يم ـ ياحتمـال  يها بير آسيا ساي ن ي
 يمن ـيا يطـور كل ـ  و بـه  يت باربريظرف ير روعوامل ب
آن در نظر گرفته  يدر طراح يقبول نحو قابل د بهيسازه با
و  يكيتواند رفتار مكـان  يها م وجود ترك در سازه .شود

و موجـب كـاهش    دهدر قرار يآن را تحت تأث يكيناميد
آن  ييو مقاومت نهـا  يت باربريدر ظرف يا ملاحظه قابل

كه وجود تـرك رفتـار آنهـا را     يممه يها از سازه .شود 
 يتحـت بارگـذار   يهـا  دهد سـتون  ير قرار ميتحت تأث
 ـب در اي ـباشـند كـه وجـود هرگونـه ع     يم يمحور ن ي
آن  يداريــر در رفتــار ســازه و پاييــهــا باعــث تغ ســازه
توانـد   يص داده نشـود م ـ يموقع تشـخ  و اگر به گردد مي

  .شود يبار و خسارات فاجعه يمنجر به خراب
ممكـن اسـت بـه دنبـال وجـود       ها توندر س  ترك  
وارد  يكليس ـ يدر ستون، در اثر ضربه، بارها يناخالص

و ماننـد آن   يكينـام يروديآ ي، بارهااه بر ستون، ارتعاش
ن است كـه وجـود   يشخص است امچه  آن .جاد شوديا

ف يو سبب ضع برد مين يسازه را از ب يوستگيها، پ ترك
ــاربريــشــدن ســتون و كــاهش م ــ يزان ب . ودشــ يآن م

ن يـي و تع يداريپا يبررس ي نهيدر زم يدمتعدقات يتحق
 ـ يم ن پاسـخ  يچن ـ و هـم  [7-1] كمـانش  يزان بـار بحران
رفتـه  يصـورت پذ  [14-8] دار تـرك  يها ستون يكيناميد

با استفاده از روش المـان محـدود بـه     [15]سا يك .است
دار تحت  ترك يرهايت يداريو پا يرفتار ارتعاش يبررس
او ترك را با اسـتفاده از فنـر   . است پرداخته يمحور بار
منظور  را به يداريل پايتحل مدل نموده و سپس يچشيپ

و  يگـادم  .كمانش انجام داده اسـت  يمحاسبه بار بحران
 -لـر ير اوي ـت يرفتـار ارتعاش ـ  يبه بررس [16]همكاران 

 .پرداخته است يمحور يرويدار تحت اثر ن ترك يبرنول
از فرض شـده و اثـر   ب صورت لبه ق آنها ترك بهيدر تحق

حركـت   ي در معادلـه  كرايد يآن با استفاده از تابع دلتا
اثـر تـرك بـر     [17]جنا و همكـاران   .اعمال شده است

قـرار   يدار را مـورد بررس ـ  تـرك  يرهايت يرفتار ارتعاش

بـا اسـتفاده از روش    [18]و همكـاران   يزده ـي. اند داده
 يهـا  بـار كمـانش سـتون    ي س انتقال به محاسـبه يماتر

ج ينتـا  .انـد  مختلف پرداختـه  يها دار با سطح مقطع ركت
ش عمق ترك، بار يدهد كه با افزا يمطالعات آنها نشان م

رنجبـران و   .ابـد ي يهـا كـاهش م ـ   كمانش ستون يبحران
ر ي ـكمانش و ارتعاشات آزاد ت يبه بررس [19]همكاران 

آنهـا بـا    .اند  ر و ترك خورده پرداختهيبا سطح مقطع متغ
صـورت   رات، مسأله را بـه ييوش حساب تغاستفاده از ر

 يمدل نموده و سپس به بررس ـ يساز نهيبه ي ك مسألهي
دار  تـرك  يرهـا يت يترك بر رفتار ارتعاش ياثر پارامترها
ــه ــد پرداخت ــا اســتفاده از  [20]گر و همكــاران يتــو .ان ب

ر يتأث يو روش المان محدود به بررس يتجرب يها تست
 ــ ــار بحران ــر ب ــرك ب ــانش ت يت ــايكم ــامپوز يره  يتيك

 -لـر ير اوي ـت يارتعاشات عرض ـ [21]ك ينيب .اند پرداخته
را مـورد   يمحـور  يروي ـر نيدار تحت تـأث  ترك يبرنول

دهـد كـه    يق نشان ميج تحقينتا. مطالعه قرار داده است
د نتوان يبار كمانش هستند، م% 30كه تا  يفشار يبارها
 ـد كه انر دهييتغ% 15را تا  يعين فركانس طبياول ن اثـر  ي

 نيـز   [22]اوكـامورا  . باشد يها كمتر م ر فركانسيدر سا

 منظـور به ترك، با يك باريك هاي ستون روي تحقيقاتي

سـتون   شكسـت  بار ميزان و ستون باربري ظرفيت تعيين
  .داد انجام
در  قـات انجـام شـده   يتحقز ا ياريهر چند در بس  

بـر رفتـار    تـرك  ياثـر پارامترهـا   يبه بررس ـ نهين زميا
دار تحـت   تـرك  يها رها و ستونيت يدارياو پ يارتعاش
 يروي ـناب ي ـز در غي ـو ن [18-15] يمحـور  يروي ـاثر ن

ــا عمــده  [13-9] يمحــور ــه شــده اســت، ام  ي پرداخت
 ـقات انجـام شـده در ا  يتحق نـه عمـدتاً براسـاس    ين زمي

 [2]س انتقــال يل روش مــاتريــاز قب يعــدد يهــا روش
كـه سـبب بـروز    اسـت  بوده  [3,4]روش المان محدود 

ن يگردد و با استفاده از ا يت مادر محاسب ياديز يخطا
هـا   ستوندر  يابي ترك يتوان برا يسهولت نم ها به روش
   .استفاده نمود مختلف ياثر پارامترها يو بررس
منظور  به يديجد يليق حاضر، روش تحليدر تحق  

ــه  ــ ي مطالع ــار ارتعاش  ــ يرفت ــار بحران ــانش  يو ب كم
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ارائه شده  يمحور يروير نيدار تحت تأث ترك يها ستون
كه دو قسمت سالم  يچشيترك با استفاده از فنر پ .است

سازد، مدل  يگر متصل ميكديستون را در محل ترك به 
 يك شكست، سفتيمكان يبا استفاده از تئور .شده است
بر حسب عمق ترك  يصورت تابع به يچشيمعادل فنر پ

ل حاكم بر رفتار يفرانسيد ي معادله .استخراج شده است
 يمحـور  يروي ـر نيسـتون تحـت تـأث    يرتعاش عرض ـا

متنــاظر بــا اســتفاده از اصــل  يط مــرزيهمــراه شــرا بــه
ط يپس از اعمال شـرا  .ده استيلتون استخراج گرديهم
حركـت،   ي در محل ترك به معادلـه  ين مرزيو ب يمرز

دست آمده و سـپس بـه    متناظر به ي ژهيمقدار و ي مسأله
و بـار   يارتعاش ـ ترك بـر رفتـار   ياثر پارامترها يبررس
مختلـف   يط مـرز يشـرا  يازا دار بـه  ستون ترك يبحران

ج حاصـل از مـدل   ين نتـا يسه بيمقا .پرداخته شده است
ات فن، عـلاوه  يموجود در ادب يج تجربيارائه شده با نتا

 دهـد  يد ارائه شده نشان م ـيبر مدل جد يگذار بر صحه
رفتـار   ي، بـا دقـت مناسـب   يد ضمن سادگيكه مدل جد

دار تحــت بــار  تــرك يهــا ســتون يداريــپا و يارتعاشــ
ترك  ياز پارامترها يا گسترده ي بازه يازا را به يمحور
  . كند يم ينيب شيپ يمحور يرويو ن
  

  تركاز  يناش ستوندر  يموضع يريپذ انعطاف
 ـاز  يمقطع )1(در شكل   ـ يك سـتون دارا ي ك تـرك  ي

روش  .باز با طـول ثابـت نشـان داده شـده اسـت      ي لبه
عمـال اثـر تـرك در رفتـار سـتون، مـدل       ا يمعمول برا
است كه در آن ترك با اسـتفاده   يموضع يريپذ انعطاف
معـادل   يو سفت شود يبدون جرم مدل م يچشياز فنر پ

 ـآ يدست م ك شكست بهيمكان يفنر از تئور  يانـرژ  .دي
ب ياز حضور ترك برحسـب ضـر   يناش ياضاف يكرنش

ب شدت تنش ياز ضر يكه تابع يموضع يريپذ انعطاف
 يبرا يموضع يريپذ ب انعطافيضر .شود ميان يست با

 )1(نشان داده شده در شكل  ac و عمق b يترك با پهنا
صـورت   انو بـه يگليكاست ي هيتوان با استفاده از قض يرا م
  :[23]دست آورد  ر بهيز

)1(           c
2

b a

2 0 0

u
C J(α)dαdζ

M M

∂ ∂= =
∂ ∂     

)اعمـالي،  گشـتاور  Mر،ياخ ي در رابطه   )J α   تـابع
 ـصـورت ز  بـه است كـه   يكرنش يانرژ يچگال ان ي ـر بي
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  دار با سطح مقطع مستطيلي ترك ستون  1 شكل

  

)ر آنكه د   )ΙK α ب شدت تنش در مـود اول  يضر
 يباشد كـه بـرا   يمMيشكست متناظر با گشتاور خمش

  :[24]باشد  ير ميصورت ز به يليسطح مقطع مستط
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 ينرس ـيممـان ا  oΙارتفـاع و  hر،ي ـاخ ي در رابطـه   
 يليسطح مقطع مسـتط  يبرا. باشد يم ستونسطح مقطع 

caتابع
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) 1( ي معادله در) 3(و ) 2( ي گذاري رابطه با جاي  
ضـريب   ،ستوندار  گيري در سطح مقطع ترك و انتگرال
براي مود اول بارگذاري كـه   Cپذيري موضعي انعطاف

صـورت زيـر    متناظر با گشتاور خمشي خالص است به
  :آيد دست مي به
)5(                 ( )c

2 2
a 2

Ι2 0

b(1 ν )
C K α dα

E M

− ∂=
∂   

ca

b

M

M

h



  ... ترك دار تحت  هاي و رفتار ارتعاشي ستونارزيابي پايداري    24
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بـه عمـق    سفتي فنر پيچشي معادل با ترك tKاگر  
ca  5( ي رابطـه صـورت بـا اسـتفاده از     باشد، در ايـن( 

  :[22] دست آورد صورت زير به را به  توان آن مي
)6(                                                  t

1
K =

C
   

 يمحور يرويدار تحت ن ستون تركارتعاش 
دار كـه تحـت    تـرك  يبرنول -لريستون او )2(در شكل 

همـراه مـدل    بـه قـرار دارد   يثابـت محـور   يروير نيتأث
تـرك در  . مورد استفاده نشـان داده شـده اسـت    ياضير

قــرار گرفتــه و اثــر آن بــا اســتفاده از فنــر  cxتيــموقع
گر يكديمحل ترك به كه دو قسمت سالم را در  يچشيپ

  ).ب -2شكل ( سازد مدل شده است  يمتصل م

L

cx
tK

ca

  
   دار مدل رياضي ستون ترك) دار، ب ستون ترك) الف  2شكل 

 

ر ي ـت يات تئوريلتون و فرضيبا استفاده از اصل هم  
ل حـاكم بـر رفتـار    يفرانس ـيد ي ، معادلـه يبرنـول  -لرياو
سـالم سـتون را     ك از دو قسـمت يهر  يرتعاش عرضا
  :ر استخراج كرديصورت ز توان به يم
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 يروي ـن Pلولـه،  يت خمش ـيصـلب  EΙكه در آن،   
. باشد يجرم واحد طول ستون م ρAو يفشار يمحور

ست جواب يبا ي، ابتدا ميچشياز مدل فنر پ استفاده يبرا
حل هارمونيـك  . دست آورد فوق را به ي معادله يليتحل

,iωty(xصـورت  بـه ) 7(حركـت   ي معادله t) = Y(x)e ، در
اخيـر در   ي گـذاري رابطـه   با جـاي . شود نظر گرفته مي

  :آيد دست مي زير به ي ، رابطه)7( ي معادله
)8( 
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سـتون سـالم    يعيفركانس طب ωر،ياخ ي در رابطه  
 ي فوق، معادلـه  ي معادله. باشد يم يمحور يرويتحت ن

. باشـد  يب ثابت ميمرتبه چهار با ضرا يل خطيفرانسيد
تـوان   ير، جـواب معادلـه را م ـ  ي ـاخ ي حل معادلـه  يبرا
  :ر در نظر گرفتيصورت ز به

          

1 2

3 4

ζx ζx
Y(x) = A sin( ) + A cosh( )

L L
ηx ηx

+ A sinh( ) + A cosh( )
L L

  

)9(     

iA بيآن ضــراكـه در     , i = 1,  يهــا ثابــت 2,3,4
 يمـرز  نيو ب يط مرزيهستند كه از اعمال شرا يمجهول

 يپارامترهـا  ηو ζ .نـد يآ يدسـت م ـ  ر محل ترك بـه د
  :شوند يف مير تعريورت زص هستند كه به يبعد يب

  

)10(  ( )
22 2

22PL PL A
L

2EI 2EI EI

    ρ ζ = − + + ω     
    

  

  

)11(  ( )
22 2

22PL PL A
L

2EI 2EI EI

    ρ η = + + ω     
    

  

2PLفيــبــا تعر   / 2EIφ )2و = A / EI) Lψ = ρ ω 
  :ر نوشتيصورت ز توان به ير را ميروابط اخ

)12(  2 2ζ = −φ + φ + ψ 2و 2η = φ + φ + ψ  

يفرانسيل حاكم بر ستون داراي د ي حل معادله
   ترك

ارتعاشـات عرضـي    يفركانس ـ ي استخراج معادلـه  يبرا
 ياض ـي، مـدل ر دار تحـت نيـروي محـوري    ستون ترك
نشان داده شـده   )ب -2(كه در شكل را دار  ستون ترك

، )9( ي بـا اسـتفاده از رابطـه   . ميري ـگ ياست در نظـر م ـ 
دو قسـمت سـالم سـتون در     يبرا) 6( ي جواب معادله
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  :دست آورد ر بهيصورت ز توان به ين ترك را ميطرف
  

 

L 1 2

3 4

ζx ζx
Y (x) B sin( ) B cosh( )

L L
ηx ηx

B sinh( ) B cosh( )
L L

= +

+ +
  

)13(      
 

           

R 5 6

7 8

ζx ζx
Y (x) B sin( ) B cosh( )

L L
ηx ηx

B sinh( ) B cosh( )
L L

= +

+ + 

)14( 
    

  
)  14و  13روابط (ستم يس يارتعاش يشكل مودها  
iBهشت مجهول يدارا , i باشـد كـه از    يم ـ =8,...,1,2

 ـيو شرا يط مرزياعمال شرا ت ي ـموقع در ين مـرز يط ب
 ـيشـرا . شـوند  ين م ـييترك تع حـاكم در   ين مـرز يط ب

cxتيــموقع x= ز، گشــتاور، يــخ يوســتگيط پياز شــرا
ن تـرك حاصـل   يب در طرفيو اختلاف ش يبرش يروين
  :ب عبارتند ازيترت شوند كه به يم
  

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

L c R c L c R c

L c L c R c R c

t L c t R c R cEI

Y x Y x , Y x Y x ,

2 2
Y x Y x Y x Y x ,

L L
K Y x K Y x Y x

′′ ′′= =

φ φ′′′ ′ ′′′ ′+ = +

′ ′ ′′− =

  

)15(    
 انـواع  يتـوان بـرا   يارائه شـده را م ـ  يليمدل تحل  
ق حاضـر  ي ـن در تحقيبنـابرا . اعمال كـرد  يط مرزيشرا
، دارري ـگ كسـر يدوسـر لـولا،   (اسـتاندارد   يط مرزيشرا
 يمورد بررس ـ) دارريسرگلولا و دو كسري -دارريگكسري

حـاكم بـر    يط مـرز يشـرا  )1(در جدول . رديگ يقرار م
  .مذكور آورده شده است يط مرزيشرا

  

  

  تحت نيروي محوري  كمانش ستون داراي ترك
ز سـتون  ي ـحـاكم بـر خ   ي ، معادلـه يكيدر حالت اسـتات 

توان بـا اسـتفاده از    يرا م يمحور يرويدار تحت ن ترك
  :ان نمودير بيصورت ز به) 8( ي رابطه

)16(                    
   

4 2

4 2

d Y Y
EI 0

dx dx

(x) d (x)
P+ =  

ــه   ــي ديف ي پاســخ معادل ــر را م ــوان  رانســيل اخي ت
  :دست آورد صورت زير به به
)17( 

1 2 3 4

ηx ηx
Y(x) C C x C sinh( ) C cosh( )

L L
= + + + 

ر، پاسـخ حـاكم بـر دو    ي ـاخ ي با توجـه بـه رابطـه   
 ـصـورت ز  ن تـرك بـه  يقسمت سالم سـتون در طـرف   ر ي

  :ديآ يدست م به
)18( L 1 2 3 4

ηx ηx
Y (x) D D x D sinh( ) D cosh( )

L L
= + + +

 
  

)19( R 5 6 7 8

ηx ηx
Y (x) D D x D sinh( ) D cosh( )

L L
= + + +  

  
ــادلات اخ   ــمعــ ــو  ير دارايــ ــت مجهــ  لهشــ

iD , i  يط مـرز يباشد كه از اعمال شـرا  يم =8,...,1,2
  .شوند ين مييت ترك تعيدر موقع ين مرزيط بيو شرا
 ـومقـدار   ي استخراج مسأله يبرا   متنـاظر بـا    ي ژهي

ــات عرضـ ـ ــرك   يارتعاش ــتون ت ــانش س ــا  و كم دار ب
دو قسمت سـالم   يدست آمده برا روابط به يگذار يجا

و پــس از ) 15( ي رابطــه يوســتگيط پيدر شــراســتون 
حسـب   بـر  يجبر ي هشت معادله ،يط مرزياعمال شرا

} ب مجهوليضرا }iB B=  ـو  }ا ي }iD D , i 1,...,8= = 
  :آيند دست مي هبر يصورت ز به

)20(                                        [ ]{ }Δ B 0=  

)21(        [ ]{ }Δ D 0= 

] بيس ضـرا ير، عناصر ماترياخ وابطدر ر   ]Δ   بـه
، يط مـــرزي، شـــرايكي، مكـــانيمشخصـــات هندســـ

 يبـرا . دارد يبسـتگ  يمحور يروينترك و  يپارامترها
س ينـان مـاتر  يدترم يسـت ي، بايهيربـد يداشتن جـواب غ 

 ي ژهيمقدار و ي مسألهن، يبنابرا. ب برابر صفر باشديضرا
صورت  به يمحور يرويتحت ندار  ترك بر ستون حاكم

 هاي استانداردگاهشرايط مرزي حاكم بر تكيه  1جدول 

 گاهنوع تكيه مرزيشرايط 
Y(0) 0, Y (0) 0¢¢=   لولايي   =

Y(0) 0, Y (0) 0¢=   گيردار   =

( ) ( )2
Y 0 Y 0 0

L

φ ′′′′ +   آزاد      =
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  :ديآ يدست م ر بهيز
)22(                      ( )t cdet Δ K , x ,P,ω 0é ù =ê úë û  

 سـتون  يعيطب يها ر، فركانسياخ ي از حل معادله  
 يكين با مدنظر قرار دادن حالت استاتيچن و همدار  ترك

دست  هبدار  كمانش ستون ترك يبار بحران) 21 ي رابطه(
  .ديآ يم
 

  يليج تحلينتا
ج يق مـدل در نظـر گرفتـه شـده از نتـا     يمنظور تصـد  به

در . اسـتفاده شـده اسـت    [25]مرجع  يتجرب يها تست
 دارري ـگ كسـر ير ي ـت يبـر رو  هـا  شيمرجع مذكور آزما

ــرك ــدار در غ تــ ــاب نيــ ــور يرويــ ــه  يمحــ و بــ
ــول lطـــــ 820 mm= ،ــرض bعـــــ 20 mm= ،

hارتفاع 10 mm=ته يس ـي، مدول الاستE 70 GPa= 
3ρچگــاليو  2700 Kg / m=  در . اســتانجــام شــده

 ـ يمقا )2( جدول  يهـا  ج حاصـل از تسـت  ين نتـا يسـه ب
ــ ــر روي  [25]مرجــع  يتجرب ــب  دارريگســر كســتون ي
ــا ،دار در غيــاب نيــروي محــوري تــرك ــا نت ج مــدل يب
تـرك آورده شـده    مختلف يپارامترها يازا هشده ب ارائه
 مـدل  يدهـد كـه حـداكثر خطـا     ينشان م ـ جينتا. است
اول، دوم و سوم  يعيطب يها ن فركانسييدر تع شده ارائه

باشـد بنـابراين    يم ـ% 74/0و %  90/0، %95/0ب ي ـترت به
ار يمدل ارائه شده با دقـت بس ـ توان نتيجه گرفت كه  مي

 ـ دار ترك يها ستون يرفتار ارتعاش يمناسب  ين ـيب شيرا پ
    .كند يم

منحني تغييرات نسبت فركانسي دوم  )3 ( در شكل  
دار بــه  نســبت فركــانس ســتون تــرك( دار ســتون تــرك

برحسـب موقعيـت نسـبي     )فركانس ستون سالم متناظر
دهـد كـه در    نتايج نشان مي. ترك نشان داده شده است

شكل مود دوم ارتعاشي، كمترين كاهش فركانس طبيعي 
ــت    ــع در موقعيــ ــرك واقــ ــه تــ ــوط بــ دوم مربــ

cβنسبي x / L 0.2= كـه در   طـور  همـان . باشـد  مـي  =
مزبـور نقـاط     نشان داده شـده اسـت موقعيـت    4شكل 

ود دوم ارتعاشـي اسـت كـه در ايـن     عطف تابع شكل م
بـه  . ها مشتق دوم تابع خيز برابـر صـفر اسـت    موقعيت

عبارت ديگر گشتاور خمشي ايجاد شده در نقاط مزبور 
. باشـد  در طي ارتعاش ستون در مود دوم برابر صفر مي

هـاي   ترين عامل كاهش فركانس كه عمده با توجه به اين
باشـد،   طبيعي ناشي از ترك، اثـر گشـتاور خمشـي مـي    

بنابراين در شكل مود ارتعاشي دوم، اثر تـرك واقـع در   
βهاي نسبي موقعيت بر نسبت كـاهش فركـانس    =0.2

 .رود طبيعي دوم از بين مي

  

   ترك مختلف يپارامترها يازا به [25] يج تجربيبا نتاآن  ي سهيو مقا دار ترك دارريگسر كي ستون يعيطب يها فركانس 2 جدول

  
پارامترهاي 

 mmترك، 

سفتي 
 Hz، هاي طبيعي فركانس  فنر پيچشي

موقعيت
 ترك

عمق 
 ترك

tK , KN.m / rad

 
f1 f2 f3 

   
Exp. 
[25] 

Pressent 
Error

% 
Exp. 
 [25] 

Pressent 
Error

% 
Exp. 
[25] 

Pressent Error% 

30 1 99.42 11.49 11.58 0.73 72.11 72.60 0.69 201.99 203.3 0.68 

30 2 24.88 11.47 11.50 0.23 72.04 72.23 0.27 201.92 202.6 0.34 

600 1 99.42 11.51 11.60 0.83 72.11 72.69 0.81 201.98 203.5 0.74 

600 2 24.88 11.49 11.60 0.95 71.93 72.57 0.90 201.73 203.0 0.63 

 



  27  وحيد عرب ملكي   -حسين غفارزاده -مسعود قادري
  

 
عمران فردوسي  مهندسي ي نشريه 1394دو،  ي ره سال بيست و ششم، شما   

  
   هاي نسبي مختلف ترك ازاي عمق حسب موقعيت نسبي ترك بهرمنحني تغييرات نسبت فركانسي در مود دوم ب  3شكل 

  
 

منحني نسبت فركانسي در مـود اول   )5(در شكل   
نسبت عمق تـرك  (ارتعاشي بر حسب عمق نسبي ترك 

ازاي مقادير مختلـف موقعيـت نسـبي     و به) به ضخامت
ه از شـكل مشـاهده   ك ـ طور همان. ترك رسم شده است

شود  شود وجود ترك باعث افت فركانس طبيعي مي مي
مسـتقيمي   ي كه ميزان اين كاهش با عمـق تـرك رابطـه   

ــزايش    . دارد ــه اف ــرك و در نتيج ــق ت ــزايش عم ــا اف ب
پذيري موضعي ستون در مقطعي كه ترك در آن  انعطاف
 شــتريبهــاي طبيعــي نيــز  دارد، كــاهش فركــانس قــرار
دهد كه هر چـه تـرك    يج نشان ميچنين نتا هم .شود مي

گـاه گيـردار نزديـك باشـد اثـر آن بـر كـاهش         به تكيه
  .فركانسي بيشتر خواهد بود

  
   دارريگكسرشكل مود دوم ارتعاشي ستون ي  4شكل  

  دار بر حسب طول نسبي ترك

  
 يحسب عمق نسبراول ب يرات نسبت فركانسييتغ يمنحن  5 شكل

   مختلف ترك ينسب يها تيموقع يازا ترك به
  

مشـاهده  ) 22( يفركانس ي كه از معادله طور همان  
دار وابسـته بـه    ستون ترك يعيطب يها شود، فركانس يم
رات يي ـتغ يمنحن )6(شكل . باشد يز مين يمحور يروين

 يرويــدار تحــت ن  اول ســتون تــرك ينســنســبت فركا
دو  يبــرا يبــار محــور ي را برحســب انــدازه يمحــور

ج ينتـا  .دهد ينشان م يو كشش يفشار يحالت بارگذار
ــزا يكششــ يرويــدهــد كــه ن ينشــان مــ ش يباعــث اف
 يفشـار  يروي ـن نيچن ـ هم. شود يم يعيطب يها فركانس

كه  يطور ه، بگردد مي يعيطب يها باعث كاهش فركانس
 يع ـيطب يهـا  فركـانس  يفشـار  يرويزان نيش ميابا افز

اول  يع ـيابند تا در بار كمانش، فركـانس طب ي يكاهش م
  .گردد يدار ميستم ناپايو س شود ميبرابر صفر 
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  يمحور يروينحسب راول ب يرات نسبت فركانسييتغ  6 شكل

  

ــاز مز   ــا تي ــه شــده امكــان  يد يه ــدل ارائ گــر م
 يبرا .باشد يدار م ترك يها كمانش ستون بار ي محاسبه

لـر  ي، بـار كمـانش بـا اسـتفاده از فرمـول او     تون سالمس
  :[27]شود  ير محاسبه ميصورت ز به
)23(  

2

e 2

π EI
P

(KL)
=   

  
ستون  يبرا. باشد يم  گاه هيب تكيضر K،آنكه در   
، دوسـر لـولا  زاد، كسـر آ ي -دارريگكسري يها گاه هيبا تك

 ـمقـدار ا  دارري ـگ سـر و دوكسر لولا ي -دارريگكسري ن ي
. [26] باشد يم 0.5و  0.7، 1، 2ب برابر با يترت ب بهيضر

تـوان بـار    يم ـ) 21( ي ژهيمقدار و ي با استفاده از معادله
رات بار ييتغ. دار را محاسبه نمود ترك يها كمانش ستون

نسـبت بـه    رداريگكسـر يدار   بعد ستون تـرك  يكمانش ب
مختلـف   ينسـب  يها عمق يازا ترك و به يت نسبيموقع

 ePو  crP.نشــان داده شـده اســت  )7( تـرك در شـكل  
دار و سـالم را نشـان    ب بار كمانش سـتون تـرك  يترت به
دهـد كـه وجـود تـرك باعـث       يج نشان مينتا .دهند يم

 .شـود  يسـتون م ـ  يت بـاربر يكاهش بار كمانش و ظرف
مـورد   دارريگكسـر يسـتون سـالم    يعنوان نمونه بـرا  به

ــ ــه   يبررس ــابق رابط ــانش مط ــار كم ــر  ياو ي ب ــر براب ل
eP 3.67EI= بـا عمـق   دار ستون ترك يباشد و برا يم 

ــو در موقع 0.6 ينســب ــار كمــانش  0.001 يت نســبي ب
crPبرابر 3.35EI= ـآ يدسـت م ـ  به  ن وجـود  يبنـابرا . دي

را دار نسبت به ستون سالم  بار كمانش ستون ترك ،ترك
بـا توجـه بـه شـكل     . دهـد  يكاهش م ـ %9.67اندازه  به

 ـشود كه در  يمشاهده م ت ثابـت تـرك، بـا    ي ـك موقعي
  .ابدي يش عمق ترك بار كمانش ستون كاهش ميافزا
  

 
  دار  ترك دارريگ كسريبار كمانش ستون رات ييتغ  7 شكل

   ترك يحسب عمق نسبرب
  

ت ترك بر بار كمانش ستون برحسـب  ير موقعيتأث  
تـا   8 يها در شكل. باشد يمتفاوت م يط مرزينوع شرا

 ياردار بــ رات بــار كمــانش ســتون تــرك   ييــتغ 10
كسر لولا، ي -دارريگكسريساده در دو انتها،  يها ه گا هيتك
رك رسم شـده  ت يت نسبيبر حسب موقع دارريگ سردو

شود وجود ترك باعـث   يكه مشاهده م طور همان .است
 يورئ ـبا توجـه بـه ت   .شود يكاهش بار كمانش ستون م

 يكرنش ـ يك شكست مشـخص اسـت كـه انـرژ    يمكان
تابع مقـدار گشـتاور    يره شده تحت گشتاور خمشيذخ

ترك با عمـق ثابـت،    ين برايبنابرا .باشد ياعمال شده م
 يبا حداكثر گشتاور خمش ت متناظريترك واقع در موقع

 يت بـاربر ي ـن اثر را بر كاهش بار كمانش و ظرفيشتريب
ن تـرك واقـع در نقـاط عطـف كـه      يچن هم .ستون دارد

بر بار  يريباشد، تأث يدر آن برابر صفر م يگشتاور خمش
 يهـا  گـاه  هي ـدر مـورد تك  .دار نـدارد  كمانش ستون ترك

 ـگـاه نزد  هيت ترك به تكيردار، هرچه موقعيگ د ك شـو ي
   .شود يشتر مياثر آن بر كاهش بار كمانش ب
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ساده در  يها ه گا هيدار با تك رات بار كمانش ستون تركييتغ 8 شكل
 ينسب يها عمق يترك به ازا ينسبموقعيت دو انتها بر حسب 

  مختلف ترك
 

  
  

كسر لولا ي - دارريگسركيرات بار كمانش ستون ييتغ 9 شكل
هاي نسبي  ازاي عمق برحسب موقعيت نسبي ترك بهدار  ترك

  مختلف ترك
 

  
  

  دار  ترك دارريگسررات بار كمانش ستون دو ييتغ 10 شكل
  هاي نسبي مختلف ترك ازاي عمق بر حسب موقعيت نسبي ترك به

 يريگ جهينت
رفتـار   يبررس ـ وشي تحليلي بـراي ردر تحقيق حاضر، 

ر يتحـت تـأث  دار  تـرك  يهـا  سـتون  يداريپاو  يارتعاش
مـدل ارائـه شـده بـر     . ارائه شده اسـت  يمحور يروين

كـه   يچش ـيترك بـا اسـتفاده از فنـر پ    يساز مدل يمبنا
ك شكسـت  ي ـمكان يمعادل آن با استفاده از تئور يسفت
 ي دست آوردن معادلـه  پس از به. باشد يدست آمده م به
 ستون تحـت  يبر رفتار ارتعاش عرض ل حاكميفرانسيد
           در يمرز نيو ب يط مرزياعمال شرا با ،يمحور يروين

 ـمقـدار و  ي حـاكم، مسـأله   ي محل ترك به معادله  ي ژهي
و تـرك بـر    يمحـور  يروياثر ن يمنظور بررس متناظر به
اسـتخراج   سـتون  و بار كمـانش  يارتعاش يها مشخصه

و  يمحـور  يوري ـاثـر ن  يسپس به بررس .ده استيگرد
و بــار كمــانش  يتــرك بــر رفتــار ارتعاشــ يپارامترهــا

ج نشـان  ينتـا  .دار پرداختـه شـده اسـت    ترك يها ستون
ش يباعـث افـزا  كششـي   يمحـور  يروي ـد كـه ن نده يم

 يمحـور  يروي ـدر مقابل ن .شود يم يعيطب يها فركانس
 شود ميستون  يعيطب يها باعث كاهش فركانس يفشار

 يهـا  ، فركـانس يشـار ف يمحـور  يروي ـش نيو با افـزا 
در بـار كمـانش،    كـه ابند ي يكاهش م اي اندازهتا  يعيطب

 ـسـتم ناپا ياول برابر صفر شده و س يعيفركانس طب دار ي
دهد كـه وجـود تـرك     يج نشان مين نتايچن هم .شود يم

و در يـك   شـود  مـي  ستون سفتي موضعي كاهش باعث
عمق بيشتر تأثير بيشتري بـر  موقعيت مشخص، ترك با 

 ـز بـار كمـانش   ي ـو ني ارتعاشي ها مشخصه ت ي ـا ظرفي
 ازاي بـه  .نسبت به ترك با عمق كمتر داردستون  يباربر

ــق ــرك، مشــخص عم ــت ت ــرك موقعي ــر ت ــاهش ب  ك
 كـه  جـايي  آن از. گـذارد  مـي  اثـر  طبيعـي  هـاي  فركانس
و بـار   طبيعـي  هـاي فركـانس  كـاهش  ترين عامـل  عمده

 باشـد مـي  خمشي گشتاور اثر در ترك، از ناشي كمانش
 صـفر  خمشي به گشتاور مقدار كه هاييموقعيت در لذا
و بـار   طبيعـي  هـاي  فركـانس  بـر  تـرك  اثر كند مي ميل

   .يابدمي كاهشكمانش 
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ارائـه شـده بـا نتـايج      ينتايج حل تحليل ي مقايسه  
تجربي موجود تطابق بسيار خوب  يها حاصل از تست

ترك  ياز پارامترها يا گسترده ي بازه يازا دو پاسخ را به
  . دهد مي نشان
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