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موجود در آن پرداخته  يخطا برآوردك و يزوژئومتريدست آمده از روش اه دان تنش بيبهبود م براي يبه شرح روش ،ن مقالهيادر   هچكيد
با ن روش، يدر ا .رديگ ميافت تنش قرار يباز مبتني بر يبرآورد خطا يها روش هتدس زمره در ) Error estimator( نده خطاكن برآوردن يا. شود يم

ن يا تعريف ايبر .شود مي ساخته يفرض سطحك ي ه،يدر هر ناح دان تنشيم يها ك از مؤلفهيهر هايراتابع مقد يهمگرا، براهاي فرا نقطه استفاده از
تقريب  ييك تابع جابجايزوژئومتريدر روش ا ها آنبا كمك  كه روند به كار مي )NURBS’ shape functions( يشكل نربز هاي تابع همان سطح

 يمناسب يياز كارا يشنهاديپ يكننده خطا برآوردشود كه  يمشاهده م ،يبيتقر خطاي كارمايه رمنٌق و يدق كارمايه يخطا رمنٌسه يمقااز  .زده مي شود
   .ك برخوردار استيزوژئومتريبه روش ا ها هلأل مسيموجود در تحل يبرآورد خطا براي
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Error Estimation and Stress Recovery in the Isogeometrical Analysis Method 
 

B. Hassani A.Ganjali S. M. Tavakkoli 
 
Abstract  In the paper, a new approach is presented for improving the stress field and estimating the 
solution error based on the isogeometrical analysis method. In this approach, by using the superconvergent 
points for the components of the stress field in each area, an imaginary surface is generated. The surface is 
described by the same NURBS’ basis functions which are employed for approximating the displacement 
function in the isogeometrical analysis. The performance of the method is demonstrated by comparison of the 
exact and approximate energy error norms for a couple of examples that the exact solution is available. It 
seems that the proposed method can be used as a suitable approach for error estimation in the 
isogeometrical analysis method. 
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  مقدمه
اي عـددي  ه ـ ، روششتابان دانش و فن آوريبا پيشرفت 

از جديـدترين  . انـد  چشمگيري يافته گوناگونيو  گسترش
در . توان روش ايزوژئومتريك را نام بـرد  مي ،ها اين روش

و  ماننــد بــيهــاي  ويژگــيتحليــل ايزوژئومتريــك، روش 
اي نـه چنـدان دور    است كه شـايد در آينـده   نهفته مناسبي

اجـزاي   معمـول نظيـر  هاي عـددي   يگزين روشبتواند جا
 )Mesh-free method( شـبكه هاي بـدون   روشمحدود و 

در روش اجـزاي محـدود،    هـا  كاسـتي وجود برخي . دشو
با هندسه  يها هلأوجود خطا  در تعريف مرزهاي مس مانند

با تغييرات شـديد در بارگـذاري و    يها مسألهپيچيده و يا 
 جزاشبكه ا چندبارهه توليد مصالح و نيز نياز ب يها ويژگي

ي كـه در چـارچوب   هـاي  همانند مسأله، ها مسألهدر برخي 
سـازي شـكل    بهينه هاي مسألهشوند و يا  لاگرانژي حل مي

هايي هستند كه به نوآوري ايـن روش   دسته علتسازه، از 
ــد ــن روش . انجامي ــراي را اي ــتب ــوز و  نخس ــار هي ين ب

ــارانش ــال  همك ــي  2005در س ــدمعرف روش . [1] كردن
روش اجــزاي  هماننــد مفــاهيماز برخــي ايزوژئومتريــك 
كـه   شـبكه برخـوردار اسـت   هـاي بـدون    محدود و روش

بـا   معـادلات ديفرانسـيل   يهـا  مسـأله تواند براي حـل   مي
علـوم و  گونـاگون  هـاي   زمينـه جزئي حـاكم در   مشتقات

در ايـن  . ، بـه كـار رود  نظريه كشسـاني مهندسي، از جمله 
ــه  فــنروش از  ــهكمــك هــاي طراحــي ب  CAD(( رايان

(Computer Aided Design)(   شـده اسـت   بهـره گرفتـه .
تـاكنون در   رايانـه هاي طراحي به كمك  دليل اينكه روش

روش اجزاي محدود به صورت گسترده وارد نشده است 
به اختلاف زماني، در پيدايش اين دو نسبت بـه يكـديگر   

اجزاي محـدود در سـال   آغاز پيدايش روش . بستگي دارد
هاي طراحـي   ميلادي بوده است در حالي كه روش 1956

 1980تـا   1970هـاي   بعدها در حدود سال رايانهبه كمك 
  .[1] اند شكل گرفته

 پايـه بـر   نديشه بنيان گذاري روش ايزوژئومتريكا  
 Non-Uniform) هاي نسبي غير يكنواخـت  اسپلاين -بي

Rational B-splines( (NURBS)  در اين روش . باشد مي

پايـه اسـپلاين و نربـز در     هـاي  هاي تابع برد ويژگيبا كار
درونيـابي و   بـراي  ها آن، از ها ها و سطح خمتعريف دقيق 

 بايد يـادآوري شـود بـا   . شود ميسازي هم استفاده  تقريب
باشد،  روش ايزوژئومتريك مورد نظر نمي دادن آنكه شرح

 بـرآورد ي كـه در  هـاي  موبا مفه ـ خواننده براي آشناييولي 
ــ ــا خطــاي اي ــا آنن روش ب ــرو  ه ، در خــواهيم شــدروب

 نخسـتين هـاي   موهاي بعدي به بيان بعضـي از مفه ـ  بخش
تـوان بـه    بيشـتر مـي   آگـاهي بـراي   .پرداخته شـده اسـت  

  .مراجعه كرد [7-1] هاي مرجع
هاي عددي به شمار  بخش جدانشدني تحليل ،خطا  

ها  هدر قابليت اعتماد نتيج پژوهشگران رارود و همواره  مي
هاي برآورد خطـا در   روش ،در حالت كلي. كند مينگران 

هـــاي  هـــاي بازيافـــت تـــنش و روش دو دســـتة روش
حاضـر يـك    پـژوهش در . [8] گيرنـد  مياي قرار  باقيمانده

بازيافت تنش، و همسو بـا روش  وابسته به روش هندسي 
پيشنهاد شـده   ها نتيجهبرآورد خطاي  برايايزوژئومتريك، 

 هـاي بعـدي شـرح    بخشآن در  هاي همه مرحلهاست كه 
  .خواهد شد داده

  
  اسپلاين و نربز - بي

هـا و   خـم  كوتـاهي از  اين بخش در حد نياز، بـه معرفـي  
بـراي آشـنايي   . زدپـردا  مياسپلاين و نربز  -بي هاي سطح

  .شود ميپيشنهاد   [9,10] هاي بيشتر، مراجعه به مرجع
      . شــوند مــيهــا ســاخته  اســپلاين -نربزهــا از بــي  

 )Patch يـا  ناحيه(ها در يك فضاي پارامتري  ناسپلاي -بي
سازي شده را بـه  الگو نةدامها  اين ناحيه. شوند تعريف مي

 Knot( يك بردار گرهي. كنند ميچندين زير دامنه تقسيم 

Vector( دنبالــهبعــدي از يــك  يــكپــارامتري فضــاي  در 
 .[10]شود ميمختصات به صورت زير تشكيل 

  
)1 (     , ,..., , i 1,2,...,n p 11 2 n p 1 i 1 i            

  
 

 شـمار  nو  يا مرتبه چند جمله pن گره، يامi، iكه در آن
 ـ  ليشـكل تشـك   هاي تابع ن بـه شـمار   ياسـپلا  -يدهنـده ب
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 يوجود دارد ول يا گره ياز بردارها چندين گونه .رود مي
 ـ ،يا گره ياز بردارها اي گونه ويژه ازتنها ن بحث يدر ا ه ب

 Nonperiodic knot( نامتنــاوب يا گــره ينــام بردارهــا

vector( )ا بازي )Open( (ـا. شـود  بهره گرفته مي    گونـه ن ي
 :شوند مير نشان داده يز شكلبردارها به 

  
)2                 ( p 1 m p 1

p 1 p 1

a,..., a , ,..., , b,..., b  
 

      
  

   
 ـ يا هين تابع پايامi ،ن صورتيدر ا  ن از ياسـپلا  -يب
كه با  pدرجه Ni,p   ـ  مينشان داده  صـورت  ه شـود ب

 :[10]  شود يف مير تعريز

  
)3               (   

1 if i i 1Ni,0 0 otherwise

       


    

  

        i p 1iN N Ni,p i,p 1 i 1,p 1
i 1 i i p 1 i 1

   
            

  

  
 ـ خـم بـالا،   هـاي  فيتعر كمكبا    ن از ياسـپلا  -يب
 :[10]آيد پديد مير يصورت زه ب p درجه

  
)4   (   

n

i,p i
i 0

C N P a b


      

  
  C ξ ــ  يقطعـــه ا يا چنـــد جملـــه خـــمك يـ

)Piecewise polynomial curve(    اسـت كـه در آن iP 
و  هـادي  هـاي  هنقط  i,pN   ـپا هـاي  تـابع   ـ يا هي -يب

صورت ه ب ينامتناوب يا بردار گره ين هستند كه روياسپلا 
aبــا فــرض )2(طــه راب 0 وb 1 شــوند مــيف يــتعر .
nه، يپا يها تابعدرجه pاگر 1 و  هاي هـادي  هنقط شمار

m 1 ــمار ــره ش ــاه   گ ــند، آنگ ــا باش ــيه ــه  م ــوان رابط ت
m n p 1   نوشت ها آن يرا برا.  

ا رابطـه  اسپلاين ب -بي هاي  مشابهي سطح ا روشب 
 :[10]دنشو ميريف تع) 5(

  

)5                (     
n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

S , N N P
 

      
 

 :كه در آن

  
)6                     ( p 1 r p 1

p 1 p 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1 ;  
 

      
  

 

 q 1 s q 1

q 1 q 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1  
 

     
  

H  

 

rداراي كه بـردار گـره اي    اي به گونه  1   گـره
sداراي  Hو 1  باشد ميگره. 

صورت زيـر تعريـف   ه ب ،p از درجه ،نربز خميك  
 :[10]شود مي

  

)7     ( 
 

 

n

i,p i i
i 0

n

i,p i
i 0

N w P
C a b

N w






    






  

 

كــه در آن  iP هــاي هــادي نقطــه، iw هــا  وزن
و  i,pN  اسـپلاين از درجـه   -اي بـي  پايه يها تابعp 

 ـ كه بر روي بـردار گـره   هستند، ) 2(صـورت رابطـه  ه اي ب
  .اند تعريف شده

از  جهـت   ، يـك سـطح نربـز كـه در    پايانو در  
زيـر  ا رابطـه  باشد، ب qاز درجه  ، و در جهت pدرجه

  :[10] شود تعريف مي

)8(       
   

   

n m

i,p j,q i,j i,j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i,j
i 0 j 0

N N w P

S , 0 , 1
N N w

 

 

 
    

 




  

ــارت   ــالادر عب ب i, jP هــاي هــادي هه نقطــشــبك 
 ـدو جهت تعرباشد كه در  مي  نيف شـده اسـت؛ همچن ـ  ي

 i, jw ــا و  وزن ه  i,pN   و  j,qN  ــابع ــا ت ي ه
 يا گـره  يبردارها ين هستند كه بر روياسپلا -يب يا هيپا
ي هـا  تـابع  اگـر ) 8( در رابطه .اند ف شدهيتعر )6(رابطه  اب
  :تعريف شود) 9(مانند رابطه  يا قطعه ينسب ياهيپا
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)9           (     

   
i,p j,q i, j

i, j n m

k,p l,q k,l
k 0 l 0

N N w
R ,

N N w
 

 
  

 
  

  :برقرار است) 10(رابطه 
  
)10                       (   

n m

i, j i, j
i 0 j 0

S , R , P
 

       
 

و سـطح نربـز   هاي هادي  طهشبكه نق )1(در شكل  
 yو xو در جهـت  پايـه درجـه د  ي هـا  تابعاز آن با حاصل 
  .شود ميمشاهده 

  
  هاي هادي نقطهشبكه  -الف

  
  سطح نربز -ب

  
 يها تابعي و سطح نربز مربوط به آن با هاي هاد هشبكه نقط  1شكل 

 [10] پايه درجه دو

  
  هاي برآورد خطا در اجزاي محدود روش

ــا برخــي از روش بــراي خطــاي  بــرآوردهــاي  آشــنايي ب
از ايـن   يشمارمعرفي هاي عددي در اين بخش به  تحليل
پرداختـه   ا در برآورد خطاي تحليل اجزاي محدوده روش
   .شود مي

 يروش عموم كيكه در آن  ييها مقاله نينخستاز   
 چاردسـون ياست كه ر ييها شد، مقاله انيخطا ب برآورداز 

 برآوردروش ريچاردسون در  .نوشته است 1910در سال 
ر هر طرحـي  كند كه خطا د خطا از اين حقيقت پيروي مي

ــتاز تفــاوت محــدود،  ــدازه  هــاي معمــول در حال ــه ان ب
اصـلي در   كـار . [8] داردبسـتگي   هاي به كـار رفتـه   شبكه

و  )I. Babǔska( بابوشــكا 1978در ســال را خطــا  بــرآورد
كـه   هـا  آنروش  .كردنـد آغاز  )C. Rheinboldt( رينبولت

بـا   بـر ايـن اسـاس بـود كـه      اي نام گرفت روش باقيمانده
ن حل حاصل از روش اجزاي محـدود در معادلـه   قرارداد

ديفرانسيل اوليه و محاسبه مانده آن و نيز محاسـبه پـرش   
ي از خطـاي حـل   بـرآورد ا، جـزا ميدان گراديـان در لبـه ا  

ديگــر از  دســتة .[8] آيــد اجــزاي محــدود بــه دســت مــي
 .هاي بازيافت تنش مي باشد هاي برآورد خطا، روش روش

 بالا بردن دقت، و ايشي بررو ،به طور كلي بازيافت تنش
دن ميـدان تـنش يـا گراديـان ميـدان      كـر پيوسته و هموار 

بهـره  در اين روش با . از حل اجزاي محدود است حاصل
نزديك بـه   پاسخاز حل روش اجزاي محدود، يك  جويي

دلخواه روي  ها نقطهحل دقيق يا تحليلي در هر گره يا در 
حـل اوليـة    دامنه محاسبه شده كه دقت بالاتري نسبت بـه 

اين ميدان تنش بهبـود يافتـه،    .اجزاي محدود داشته است
  :شود تعريف مي ا اين رابطهب
)11                 (                                **σ = Nσ  

*كه در آن   
 گرهـي ايـن ميـدان و     هايرامقدN 

ايـن   كـاربرد بـا  . استجزه در اشكل مورد استفاد يها تابع
 محاسـبه صورت اين  ميدان بهبود يافته، خطاي بازيافت به

  :شود مي
)12                (                             * *

σ he σ -σ  
تــنش ناشــي از اجــزاي  h )12(كــه در رابطــه   

ي براي بازيافت اگونگونهاي  روش. [11] باشد محدود مي
 كـه از جملـه   تنش از حـل اجـزاي محـدود وجـود دارد    

گيـري كـه    تـوان بـه روش ميـانگين    مي ها آن ترين ابتدايي
 1974در سـال   )Hinton and Campbell( هينتن و كمپبل

 كـه  )2L) L2 Projection Method روش تصـوير و  [12]



  21  سيدمهدي توكلي -احمد گنجعلي -بهروز حسني
                                     

  نشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي مشهد    1390سال بيست و دوم، شماره دو، 

 1971در ســال  )Oden and Brauchli( اودن و براچلــي
روش  1992در ســال  .اشــاره كــرد نــد،بــه كــار برد [13]

 SPRگـرا  همهـاي فـرا   هنقط ـ پايـه بـر   را بازيافـت تـنش  

)Superconvergent patch recovery(  ــويچ و زو زينك
و گـام بسـيار بلنـدي در بازيافـت تـنش       نوآوري كردنـد 

امـروزه ايـن روش بـه عنـوان يكـي از      . [14] برداشته شد
هــا بــراي بــرآورد خطــا در  ترين روشگــذارثران و بهتـري 
 اسـاس ايـن روش بـر   . رود مي مهندسي به كار يها مسأله

كـه   گرا اسـت  همهاي فرا هبه نام نقط يهاي پايه كاربرد نقطه
دست آمده از تحليل تقريبـي نسـبت بـه    ه تنش ب ها آندر 

درايـن   .از دقت بيشتري برخوردار مي باشـد  ها هساير نقط
اي بـا   ش يك ميدان به صـورت چنـد جملـه   روش با براز

نـامعين بـر روي گراديـان حاصـل از روش      هـاي  ضريب
بـه هـر    پيونـدخورده  جـزاي اجزاي محدود روي گـروه ا 

 .شـود  ، ميدان گراديان بهبود يافته تعيـين مـي  )Patch(گره
را پژوهشـگران  هـاي بسـيار ديگـري     نف ـاز آن نيـز   پس

بـود روش  د كه در هر يك بـه نـوعي بـه به   نوآوري كردن
SPR      پرداخته مي شود كه به عنوان نمونـه مـي تـوان بـه
  . اشاره كرد SPR-C [16]و  REP [15] هاي روش

  
  شرح روش بازيافت تنش

به طور كلي در اين روش، ميدان تنش بهبود يافتـه بـراي   
به صورت يك سطح فرضـي   ،تنش در هر ناحيه ةهر مولف

 هـا  تـابع  ردكارباين سطح فرضي با . شود ميدر نظر گرفته 
) جابجـايي (تابع مجهول  گمانه زدنشكل نربزي كه براي 

ه يك سطح نربز زماني ب. آيد دست ميه اند، ب استفاده شده
ي آن هـاد  هـاي  هدست خواهـد آمـد كـه مختصـات نقط ـ    

هـر نقطـه   y و xبا تعريف مختصـات  . مشخص شده باشد
تعيين سطح  برايكاربر، تنها مولفه مجهول  با كمكي هاد

 روش. باشـد  مـي ي هـاد نقطـه   zتنش، مولفـه   ةافتبهبود ي
است كـه   اي گونهي به هاد هاي هنقط zمحاسبه مختصات 
دست آمده نسـبت بـه سـطح تـنش     ه سطح تنش جديد ب

اسـت، بـه    حاصل شـده  قبلي كه از تحليل ايزوژئومتريك
  .شود مييك سطح تنش بهبود يافته تبديل 

ي و در هـاد  هـاي  هاساس محاسبه مختصـات نقط ـ   
دست آوردن سطح تنش بهبود يافتـه برگرفتـه از   ه جه بنتي

از تحليل  حاصلتنش  ها آني است كه در هاي هنقط ويژگي
از دقت بيشتري برخـوردار   ها هنقط ديگرتقريبي نسبت به 

يـك تـابع،    شيبمرتبه همگرايي  ها نقطهدر اين  .باشد مي
بـه   وابسـته يك مرتبه از مقداري كه از تقريب تابع شـكل  

به همين دليل ايـن  . رود، بالاتر است ميبي انتظار حل تقري
بـار   نخسـتين د كـه  نامن ـ ميهمگرا فرا هاي نقطه ها را نقطه
  .[11] كردبارلو مطرح  را ها آن

له أدر تحليل ايزوژئومتريك دو بعدي كه دامنه مس ـ 
اي چهار ضلعي جزگرهي به ا يها نقطهبا توجه به آرايش 

 يهـا  نقطـه بـر   مگـرا فراه يهـا  نقطـه شود، اين  ميتقسيم 
سـطح   هادي ها نقطهمختصات . گيرند جزء قرارميگوسي 

كردن فاصله بين اين سـطح فرضـي و    كمينهبهينه تنش با 
 ـ  دســت آمـده از حــل ايزوژئومتريــك در  ه سـطح تــنش ب

كمتـرين  روش  كاربردي هر ناحيه با اجزاگوس  يها نقطه
  .شود ميمجموع مربعات محاسبه 

هـاي   هريـك از مؤلفـه  ) بهينـه (سطح بازيافتي  اگر 
 يهـا  تـابع ، با توجـه بـه   داده شودنشان  * بردار تنش با

توان اين سطح را در داخـل هـر ناحيـه بـه      ميشكل نربز 
  :دكرصورت زير بيان 

)13                               (
i , j

m n
*

i, j
i 1 j 1

σ R (u, v)P
 

 
 mو  yر جهت د هادي يها نقطه شمار nكه در آن    

 يهـا  تـابع  Rهر ناحيه،  xدر جهت  هادي يها نقطه شمار
به صفحه  وابسته هادي يها نقطهمختصات  Pشكل نربز و 

شكل  يها تابعبردار  ،به ترتيب Pو Rاگر. باشد ميتنش 
، بـه صـورت   هـادي  يهـا  نقطـه نربز و بـردار مختصـات   

را ) 13(، رابطــه شــودتعريــف ) 15(و ) 14( هــاي هطــراب
  .نوشت) 16(توان به صورت  مي
  
)14   (T

1,1 1,2 1,n 2,1 2,2 2,n m,nR ,R ,...,R ,R ,R ,...,R ,...,R   R  
  
)15  (T

1,1 1,2 1,n 2,1 2,2 2,n m,nP ,P ,...,P ,P , P ,...,P ,...,P   P   
  
)16                                               (* Tσ = R P    
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مجهول  عاملشود، تنها  ميكه مشاهده  گونههمان  
بردار ( هادي يها نقطه zتعيين اين سطح، مختصات  براي

P (مجمـوع   ها بايـد رابـراي تعيـين ايـن مقـد    . باشـد  مي
از تحليــل  حاصــلمربعــات اخــتلاف تــنش بــين مقــدار 

گـوس   يهـا  نقطهايزوژئومتريك و تنش بهبود يافته را در 
صـورت  بـه ايـن    F(P)تـابع  ،هدفبراي اين . كمينه كرد
     :شود تعريف مي

)17                           (
y x

i , j i , j

k k
* 2

j 1 i 1

F(P) (σ σ )
 

   
  

ــه در آن  ــنش بـ ـσك ــل   ه ت ــده از تحلي ــت آم دس
گـوس   يها نقطه شماربه ترتيب  kyو  kxايزوژئومتريك و 

بـا  . باشـد  مـي هـر ناحيـه    جـود در موy و xهـاي  در جهـت 
  :شود حاصل مي) 18(رابطه  ،)17(در ) 16(جايگذاري رابطه 

  
)18                                 (

K
T 2
l l l

l 1

F(P) (R P -σ )


   
  

گوس موجـود در هـر    يها نقطه شمار K كه در آن 
نسبت  F(P)گيري از تابع با مشتق پاياندر  .باشد ميناحيه 
 ،صفر قرار دادن آن برابرو  هادي يها نقطه zهاي  هبه مؤلف

 ـ   صـفحه تـنش   هادي يها نقطهمختصات  ه بهبـود يافتـه ب
  .آيد ميدست 

  
)19       (1

i, j

F(P)
0 AP B P A B

P


    


  
  

  :كه در آن
                 

i

K K
T

i i i
i 1 i 1

A R R ; B R .σ
 

    
  

، سـطح تـنش   هـادي  يها نقطهبا داشتن مختصات   
نشـان داده   ،در ادامـه . آيـد  مـي دسـت  ه ز ببه آن نيوابسته 

اين ميدان مؤلفه تنش نسبت بـه سـطح تـنش     شود كه مي
باشـد و از   تـر مـي   از روش ايزوژئومتريـك دقيـق   حاصل

خطـا   توانـاي كننـده   برآوردتواند به عنوان يك  رو مي اين
كننـده   برآورداين . براي تحليل ايزوژئومتريك به كار رود

تلاف بين سطح تنش بازيـافتي و  خطا با در نظر گرفتن اخ
دست آمده از تحليل ايزوژئومتريـك بـراي   ه سطح تنش ب

تعيـين ميـزان    براي، به صورت تقريبي به معياري جزءهر 
  .دست پيدا كرد جزءخطاي موجود در آن 

كننـده   بـرآورد بررسي كـارايي ايـن    برايدر ادامه   
 نميانگيتقريبي و  كارمايهخطاي  ميانگينخطا، به مقايسه 

نگـره  در  بنـام له نمونـه  أدقيق براي دو مس كارمايهخطاي 
هـاي   بررسي كارايي برآوردكننـده  بيشتر برايكه  كشساني

  .، پرداخته شده استروند ميخطا به كار 
  

  كارمايهخطاي  ميانگين
ــزان خطــا   ــين مي ــراي تعي ــره از معيارهــاي مختلفــي ب به

ار تـرين معيارهـاي بيـان خطـا، معي ـ     بناميكي از . گيرند مي
 كارمايهخطاي  ميانگينتعريف، بنابه . است كارمايهخطاي 

 شـود  مـي به صورت زيـر بيـان    جزءدقيق تنش براي يك 
[11]:  

  

)20               (
1

2
T 1e (σ σ) D (σ σ) d



 
    
  
  

  
ه تنش ب σمقدار دقيق بردار تنش،  σدر اين رابطه  

 و  كشسـاني مـاتريس   Dدست آمده از حـل تقريبـي،   
بايـد دانسـت، هميشـه حـل دقيـق      . باشـد  مـي  جزءدامنه 
هاي نگره كشساني در دسترس نيست و تنهـا بـراي    مسأله

 بنابراين .برخي از موردهاي ويژه، پاسخ نظري وجود دارد
افتـه آن  ميـزان بهبـود ي   ،ميزان دقيق تـنش  كاربردبه جاي 

. رود بـه كـار مـي    كارمايـه خطـاي   ميـانگين محاسبه براي 
تقريبي بـه صـورت زيـر تعريـف      كارمايهخطاي  ميانگين

  :شود مي
  

)21    (
1

2
* T 1 *e e (σ σ) D (σ σ) d



 
     
  
  
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از حاصـل  تنش  σتنش بازيافتي و  σ*كه در اينجا  
 ميـانگين مجمـوع   پاياندر . باشد مييك تحليل ايزوژئومتر

كل دامنه را  كارمايهخطاي  ميانگين، اجزاء كارمايهخطاي 
  .دهد ميتشكيل 
 سـه آمـده بـراي    تحليل يها نتيجه ارائهدر ادامه به   

      .شود خته ميمسئله نمونه پردا
 

  تير طره تيموشنكو
خطي  كشسانسازي يك تير الگو هاي نتيجه بخشدر اين 

ــانگرد ــتوي    همسـ ــنش مسـ ــرايط تـ ــا روشدر شـ  بـ
 شــود  مــي ارائــههــاي آن  ايزوژئومتريــك و بازيــابي تــنش

از ايـن   تحليـل در اين  رفتههاي به كار  عامل). )2(شكل (
  :قرارند

  
L 10 , D 2 , P 300 , E 1500 , 0.15       

  

 
 

  تير طره در شرايط تنش مستوي  2شكل 

  
 هاي تحليلـي،  را با رابطهله أهاي دقيق اين مس تنش  
  .[17] دادندو وگودير به صورت زير ارائه تيموشنك

  
)22      (

2
2

x y xy

P(L x)y P D
; 0 ; ( y )

I 2I 4


        

  
3Dكــه در آن  

I
12


 

ســازي و الگوبــراي  .باشــد مــي
 هادينقطه  105تحليل اين تير به روش ايزوژئومتريك از 

  ).)3 ( شكل( استفاده شده است همانندو دو ناحيه 

  

    
  زي تير طرهاسالگومورد استفاده در  هادي يها نقطه  3شكل 

  

كننده خطـاي   برآوردنمايش بهتري از كارايي  براي  
شـكل نربـز    يها تابع از [18]پيشنهادي با توجه به مرجع 

بردارهـاي  . انـد  بـه كـار بـرده شـده    مرتبه دو در هر ناحيه 
وهاي گرهي در جهت   .ندا به صورت زير 

  
)23                            ( 0,0,0.3,0.5,0.7,1,1 ,   
  

 0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1   
  

شـكل، در تحليــل   يهـا  تـابع بـا توجـه بـه مرتبـه       
براي تـابع اوليـه   مورد نياز  يها نقطه شمارايزوژئومتريك 

آن در اجـزاي   هماننـد عـددي بـه روش گـوس از     گيري
از نـه   نمونـه از اين رو در ايـن  . [19] تر استمحدود بيش

بهينه  يها نقطهگيري عددي و براي تابع اوليه نقطه گوس 
  .استفاده شده است جزءتنش در هر 

تقريبـي و   كارمايـه خطاي  ميانگيننمودار تغييرات  
 )4(در شـكل   جزءدقيق براي هر  كارمايهخطاي  ميانگين
ــه شــكل . ه اســتآمــد ــدي)4(بناب چگــونگي در  ، همانن

خطـاي   ميانگينخطاي تقريبي نسبت به  ميانگينتغييرات 
گـر خطـاي پيشـنهادي     دقيق نشانه كارايي مناسب محاسبه

  .باشد مي
 86/0براي كل دامنـه،   اثرگذاريهمچنين شاخص   

نسـبت مجمـوع    گـذاري شـاخص اثر . محاسبه شده است
باشد كه  ميخطاي دقيق  ميانگينخطاي تقريبي به  ميانگين
واقعي اسـت   سوي پاسخبه  پاسخيزان همگرايي نشانگر م
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گـر خطـا بـه شـمار      و معياري براي بيـان دقـت محاسـبه   
گــر خطــا داراي كــارايي  هنگــامي يــك محاســبه. رود مــي

گـرايش  يك  سويبه  گذاريثرامناسب است كه شاخص 

 ميـانگين توزيـع  چگـونگي   )5(در شـكل   .[11] پيدا كند
تقريبـي   مايـه كارخطـاي   ميـانگين دقيق و  كارمايهخطاي 

  .نشان داده شده است
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دقيق تير طره تيموشنكو كارمايهخطاي  ميانگينتقريبي و  كارمايهخطاي  ميانگيننمودار تغييرات   4شكل 
  

10 27.3684 40 56.3158 70 85.2632 100 114.211

 

  خطاي دقيق ميانگين -الف

5 15.3448 25.6897 36.0345 46.3793 56.7241 67.069 77.4138

  خطاي تقريبي ميانگين -ب  

  تيموشنكوخطاي تقريبي تير طره  ميانگينخطاي دقيق و  ميانگينتوزيع   5شكل 
مساله دو بعدي ديگري كه براي مقايسه مورد بررسي قرار   صفحه نامحدود سوراخدار
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 باشـد  مـي مساله صفحه نامحدود سـوراخدار   گرفته است،
  ).)6(شكل (

 

 
 

  صفحه نامحدود سوراخدار  6شكل 
  

 يسازالگو ،ك چهارم از دامنهيبه علت تقارن، تنها   
  ).)7(شكل ( شده است

 

 
 

سازي شدة صفحه الگوو شرايط مرزي دامنه  ها گيويژ  7شكل 
  نامحدود سوراخدار

  
xاين صـفحه تحـت تـنش كششـي     به    1   وارد
. و با فرض شرايط تنش مسطح تحليـل شـده اسـت    شده

با  همسانگردخطي  كشسانمصالح به صورت هاي   ويژگي
0.3و ضـريب پواسـون    E=1000 كشسانيضريب    در

له با توجه أهاي دقيق اين مس تنش .شده است 4نظر گرفته
  .[17] اند آمده )26(تا  )24(روابط  دربه حل تحليلي آن 

  
)24    (

2 4

x 2 4

a 3 3 a
1 ( cos 2 cos 4 ) cos 4

2 2r r
         

)25      (
2 4

y 2 4

a 1 3 a
( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2r r

         
  
)26      (

2 4

xy 2 4

a 1 3 a
( sin 2 sin 4 ) sin 4
2 2r r

         
  

ــراي   ــل صـ ـ الگوب ــازي و تحلي ــدود  ةفحس نامح
و دو  هادينقطه  63سوراخدار به روش ايزوژئومتريك از 

  ).)8(شكل ( استفاده شده است همانندناحيه 
  

  
سازي صفحه نامحدود الگودر  به كار رفته هادي يها نقطه  8شكل 

  سوراخدار
  

شـكل نربـز    يهـا  تابعنيز  نمونهاول، در اين نمونه   
. رونـد  به كار مـي مرتبه دو در هر ناحيه و نه نقطه گوسي 

براي هر ناحيـه بـه    وهاي  بردارهاي گرهي در جهت
  .ندصورت زير در نظر گرفته شده ا

  
)27                                 ( 0,0,0.3,0.7,1,1 ,   

 0,0,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,1,1   
  

و  يب ـيتقر كارمايـه  يخطا ميانگينرات يينمودار تغ  
 )9(در شـكل   جزءهر  يق برايدق كارمايه يخطا ميانگين

  .است به نمايش درآمده
 گـذاري ثراشـاخص   يبـرا  81/0با توجه به عـدد    
نمـودار   يب ـيتقر يز همسـان يكل دامنه و ن يخطا ميانگين

در شـكل   يبيق و تقريدق كارمايه يخطا ميانگينرات ييتغ
به كـار   يخطا برآوردفت كه روش رگ نتيجهتوان  مي )9(
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 به نسـبت  زينامحدود سوراخدار ن ةصفح يگرفته شده برا
  .باشد ميبرخوردار  يخوب يياز كارا
بهتـري از تغييـرات    يافـت بـراي در  )10(در شكل   

 ميانگينو همچنين مقايسه آن بين  كارمايهخطاي  ميانگين
خطـاي   ميـانگين خطاي تقريبي و دقيق، به رسـم توزيـع   

  .پرداخته شده است رمايهكا
  

 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دقيق صفحه نامحدود سوراخدار كارمايهخطاي  ميانگينتقريبي و  كارمايهخطاي  ميانگيننمودار تغييرات   9شكل 
  
  

 
0.014

0.013

0.012

0.011

0.01

0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001       
 خطاي تقريبي ميانگين) ب

 
0.034

0.032

0.03

0.028

0.026

0.024

0.022

0.02

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002  
 خطاي دقيق ميانگين) الف

  سوراخدار خطاي دقيق و تقريبي صفحه نامحدود ميانگينتوزيع   10شكل 
كننده خطـا، در بـرآورد    برآوردرفتار  نمونهدر اين   
له داراي يك نقطـه تكـين بـا    أاز تحليل مس حاصلخطاي 

  .شود مي بررسيروش ايزوژئومتريك 

با نقطه تكين، به علت بـالا بـودن    يها مسألهبيشتر   
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بررسـي كـارايي    بـراي خـوبي   يها مسألهخطاي آلودگي، 
هـدف از   ولـي . روند ميمار نهاي خطا به ش كننده برآورد

 بـرآورد شد، بررسي رفتار  بحثكه  گونههمان  نمونهاين 
نوك ترك به عنوان يك نقطه تكـين،  . باشد ميكننده خطا 

خطاي زيادي دارد، بنـابراين  است،  ها نقطهر ديگنسبت به 
ايـن   بتواند تكنندة خطاي مناسب بايد به نسب برآورد يك

بهبود شبكه بـا توجـه بـه     اگر. را نمايش دهدتوزيع خطا 
كنندة خطا مـورد نظـر باشـد،     برآورداز ي حاصل ها نتيجه
رخـوردار  آرايشـي مناسـب ب   ازخطـايي كـه    ةكنند برآورد
تواند برنامه را در هر مرحلـه بـه بهبـود محلـي      مي است،

 )11(در شكل . نوك ترك راهنمايي كند نزديكيشبكه در 
هده مشـا  Pتـنش كششـي   بـا  صفحه مربعـي   هاي ويژگي

و گسـترش تـرك    2aاين مربع به طول  هاي ضلع. شود مي
  .فرض شده است aبه ميزان 

  

 
 

  تنش كششي قائمزير اثر صفحه مربعي تركدار  11شكل 
  

در دسـتگاه  و  اسـت  د اولوبازشدگي تـرك در م ـ   
 يهـا  نتيجه )11(مختصات قطبي نشان داده شده در شكل 

  .[20] باشد ميتحليلي آن به صورت زير 
 

)28(               I
xx

K 3
cos 1 sin sin

2 2 22 r

        
  

)29               (I
yy

K 3
cos 1 sin sin

2 2 22 r

        
  

  

)30                      (I
xy

K 3
sin cos cos

2 2 22 r

  
 


  

  
 ـ IKشدت تـنش ها ضريب  هدر اين رابط  رابطـه   اب

  .آيد به دست مي) 31(
)31                        (                      IK P a   

تحليـل   بـراي به علت تقارن تنهـا نيمـي از دامنـه     
له به أهاي به كار رفته در حل مس عامل. دشو ميسازي الگو

; 2a = 10صورت  0.3  ;  E =1000 ;  P =10 =   طـول
  .هستند ضلع مربع

شـكل   يها تابعراي له با روش ايزوژئومتريك بأمس 
  .است تحليل شدهدرجه يك، دو و سه 

شـكل در   يهـا  تابعبراي بررسي اثر افرايش درجه  
در ) بـردار گرهـي  ( اجزا شماركننده خطا،  برآوردكارايي 
با توجه به رابطه  ، بنابراينشود ثابت فرض مي الگوهر سه 

m=P+n+1  شكل  يها تابعبا افزايش درجه)P ( بـه   نظرو
تكرار عضوهاي صـفر و يـك بـردار گرهـي،      رشمااينكه 
P+1 يهـا  نقطـه  شـمار باشد، بايد درهر جهت يكي به  مي 
بـردار گرهـي در هـر     )12( شكل. افروده شود) n( هادي

سـازي  الگوي توليد شده بر روي كـل دامنـه   اجزاناحيه و 
شـكل درجـه يـك، دو و سـه نشـان       يهـا  تابع شده را با

  .دهد مي
 بـا  سـازي شـده همـراه   الگودامنـه   )13(شكل در   

تحليـل   بـراي به كار رفته  هادي يها نقطهشرايط مرزي و 
شكل درجه يـك، دو   يها تابعبا  كشش درصفحه تركدار 

 يهـا  نقطـه  )13(بنا به شـكل  . داده شده استو سه نشان 
در نزديكي نوك ترك كه خطاي بيشتري نسبت بـه   هادي
  .ندفته اافزايش يا، دارد ها نقطه ديگر

 ميانگيندست آمده از ه بي ها نتيجه )14(شكل در   
دقيق و تقريبي براي تحليل صفحه تركـدار   كارمايهخطاي 

بـه  شـكل درجـه يـك، دو و سـه      يهـا  تـابع كشش با  در
  .است نمايش درآمده
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  )الف(

  

  
)ب(  

 
  رجه يك، دو و سه به روش ايزوژئومتريكشكل د يها تابع باسازي شده الگوي توليد شده بر روي دامنه جزاا) ب(بردار گرهي و ) الف( 12شكل 

  
  

 
  )الف(

 

 
 )ج(

  
 )ب(

 
) الف(شكل  يها تابعكشش با  درتحليل صفحه تركدار  برايبه كار رفته  هادي يها نقطهشرايط مرزي و  با سازي شده همراهالگودامنه  13شكل 

  درجه سه) ج(درجه دو، ) ب(درجه يك، 
 

u

v 

x 

y 
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    دقيق كارمايهخطاي  ميانگين

  تقريبي كارمايهخطاي  نگينميا
  شكل درجه يك يها تابع) الف

  
  دقيق كارمايهخطاي  ميانگين

  
  تقريبي كارمايهخطاي  ميانگين

  شكل درجه دو يها تابع) ب

  
    دقيق كارمايهخطاي  ميانگين

  تقريبي كارمايهخطاي  ميانگين
  شكل درجه سه يها تابع) ج

  
  شكل درجه يك، دو و سه ها تابعكشش با  دريق و تقريبي صفحه تركدار دق كارمايهخطاي  ميانگينمقايسه  14شكل 

  
تقريبي براي هر  كارمايهخطاي  ميانگينبا مشاهده   

 )14(شـكل  درجـه يـك، دو و سـه در     يها تابع گونهسه 
كننـده خطـا رفتـاري     بـرآورد كه اين  فت رگنتيجه توان  مي

 .دداركشش  دربرآورد خطاي صفحه تركدار  برايمناسب 
كه در هر سه مورد، ميزان خطا در نـوك تـرك    اي گونهبه 

اي بيشـتر   بـه طـور قابـل ملاحظـه     ها نقطهر ديگنسبت به 
 ميـانگين  بيشـينه اي بين ميـزان   مقايسه اگرهمچنين . است

مشــاهده  ،صــورت پــذيرد )14(شــكل خطــاي دقيــق در 
شكل خطاي تحليـل   يها تابعشود كه با افزايش درجه  مي

  .يابد هش ميايزوژئومتريك كا
  

  گيرينتيجه
بـرآورد   بـراي در اين مقاله چگونگي به كارگيري روشـي  

به روش ايزوژئومتريك  ها مسألهخطاي موجود در تحليل 
آن بـا   اهنگيويژگي بـارز ايـن روش هم ـ  . داده شدشرح 

روش ايزوژئومتريك، كه يـك روش هندسـي در تحليـل    
 مسـائل ماننـد  با معادلات ديفرانسيل جزئي حاكم  ها مسأله

 يهـا  نتيجـه با توجـه بـه   . رود است، به شمار مي كشساني
تقريبي برابري و همچنين  اثر گذاريبراي شاخص تحليل 
دقيـق و تقريبـي بـراي دو مسـاله      كارمايهخطاي  ميانگين

تـوان از ايـن روش بـه عنـوان      نمونه در ايـن مقالـه، مـي   
بـرآورد خطـا و بهبـود     بـراي ساده و مهندسـي   راهكاري

بـه روش   هـا  مسـأله دست آمده از تحليـل  ه ب ميدان تنش
  .بهره گرفتايزوژئومتريك 
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