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  ها براي بهبود خوش وضعي ماتريس نرمي سازه ها هاي نظريه گراف استفاده از روش

 
 )2( مصطفي خانزادي                 )1(فرزاد شفيعي ديزجي 

  
كه علاوه بر كاهش فضاي كامپيوتر و زمـان اجـراي محاسـباتي كـامپيوتر،                ام پذيرد ي انج صورت  بهتحليل بايد    ،ها  سازهاي    در تحليل رايانه    چكيده

مناسب كه در حين پر صفر و خوش ساختار بـودن،           اي    هاي سازه   اين امر با تشكيل  ماتريس      .ترين مقدار ممكن برسد    خطاهاي محاسباتي نيز به كم    
در اين مقاله بر روي خطاهاي محاسباتي، اعم        . چندمنظوره خواهد بود   ،سازي  نه بهي ي  لهأاين يك مس  .  تحقق خواهد يافت   ،باشد  مي خوش حالت نيز  

زمـاني  . كيد شده است  أهاي مناسب، پايدار و كارا ت      در تشكيل ماتريس نرمي سازه و كاهش اين خطاها با ارائه الگوريتم           ... از خطاهاي گرد كردن و      
داراي هاي   اين حالت در سازه    .يابند  مي  وضع درمي آيد خطاهاي محاسبات افزايش       بد صورت  بهخصوصي، ماتريس نرمي     هكه به دليل ساختارهاي ب    

شـود كـه      بزرگ غير قطري در مـاتريس نرمـي مـي         هاي     سبب ايجاد درايه   ،استفاده از اعضاي ضعيف   . متفاوت مشهودتر است  هاي    اعضاي با سختي  
جايي سطرها و يـا جـايگزين كـردن چنـد            هضعي يك ماتريس را با جاب      بد و  ،در محاسبات عددي  .  آن ايجاد بد وضعي ماتريس نرمي است       ي  نتيجه
بـراي  .  تشخيص داده شده و اعمال گردنـد       ، قبل از تشكيل ماتريس نرمي     ،در اين نوشته سعي بر اين است كه تغييرات فوق         . بخشند  بهبود مي  ،سطر

با خواص ويـژه    هايي    گردد و اين امر با معرفي پايه چرخه        ه مي ثر استفاد ؤ به طور م   ،اين منظور از خصوصيات توپولوژيكي و جبري ساده در تحليل         
 پذيرد كه منجر به تشكيل ماتريس نرمي با شرايط موزوني شبه بهينه شده و در نتيجه خطاهاي محاسباتي به مقدار قابل تـوجهي كـاهش                  مي صورت

  .يابد مي
  

  اي هسازهاي  ها، روش نيرو، خوش وضعي ماتريس نظريه گراف  كليدي هاي واژه
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Abstract  In addition to reducing the size and time of analyses, reduction of analytical errors is one of the 
most important considerations in ideal analysis of skeletal structures by computer. Appropriate matrixes with 
more zeros (sparse), well structure, and well condition are helpful for this aim. Therefore, an optimizing 
problem with multiple objectives will be considered.The objective of this research is reducing the analytical 
errors such as rounding errors in flexibility matrixes of skeletal structures by performing more constant and 
proper algorithm. These errors increase in special structures with unsuitable flexibility matrixes; the 
structures with different stiffnesses are one of the most prevalent examples for this case.Use of weak elements 
leads into high non-diagonal  terms in flexibility matrix, which result in analytical  errors. In  numerical 
analysis, ill-condition of a matrix is soluble by movement or substitution of the rows; then specification and 
implementation of these changes before forming the flexibility matrix has been studied. By identifying cycle 
bases with specific qualities, simple typological and algebraic properties have been used basically in 
analyses for this purpose. In conclusion, stiffness matrixes with optimally condition number are obtainable 
and analytical errors reduce. 
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  مقدمه
 نيـاز اي   سازه حل مسائل  براي   عدديهاي    رايانه استفاده از 

 زيـر   صـورت   به جبري   ي   حل يك سيستم بزرگ معادله     به
  :      است

 )1          (                                            Ax b  
هـم بـراي     وهـا هـم بـراي روش نيرو    ) 1 (ي  معادله       
جواب ها    بعضي وقت  . بايد حل گردد   ها تغيير مكان روش  
 Aمـاتريس   هـاي     با تغييرات اندك در درايـه     ) 1 (ي  معادله

در اين صورت   . كند  مي قابل توجهي  تغيير ، ويا هردو  bويا  
 بـد حالـت     ، نسبت به ايـن حـل      A ماتريس   شود گفته مي 

توانـد بـه مشخـصات        مـي  )1 (ي  دقت حل معادلـه    ست،ا
ــاتريس  ــد Aم ــساس باش ــه  ؛ ح ــابراين مطالع ــن ي بن  اي

ــا منبــع انتــشار و پخــش هــا   آني رابطــه مشخــصات و ب
ــت اســت  ــائز اهمي ــاي ممكــن ح ــور  .خطاه ــدين منظ ب

 و له بايـد پيـدا شـود      أبنـدي مـس    بهتـر فرمـول   هاي    روش
كردن خطاهاي  كمينه  براي پيشگويي،كشف و  هايي    تكنيك

بد حالتي ماتريس نرمـي      .بايد مورد توجه قرار گيرد     ،حل
ه براي روش نيروها و روش سختي       يس سختي ساز  ماتر و

چنين بـد حـالتي    هم .مطالعه شده است[2-1] توسط كاوه 
شـاه   ي  ماتريس سختي سازه براي روش سختي به وسـيله        

هايي براي بهبـود     در كار وي روش    . است  مطالعه شده  [3]
يـك   .خوش وضعي ماتريس سختي سازه داده شده است       

 تريس مربـوط بـه   از تحليـل خطـاي مـا   تحقيـق رياضـي  

در كـار ايـشان نـشان داده        .  است [4]روزانف و گنزبرگ    
شده كه معادلات ناپايدار عددي ممكـن اسـت از مـسائل            

روي شـرايط   هـا     اثر زير سازه   .پايدار فيزيكي ناشي شوند   
 تحقيق شده، [5]  گرومز و راو ي وسيله هماتريس سختي ب

مده روي  به طور ع  ها     آمده كه زير سازه    دست  بهاين نتيجه   
 [6] فيلهـو   .ي ندارندتأثيربد حالت هاي  دقت حل سيستم

 بـراي بهتـرين شـرايط مـاتريس         متعامد سازي يك روش   
 هر چند اين يـك روش غيـر         ؛نرمي وسختي پيشنهاد كرد   

بهينـه   .پيچيده با اعضاي زياد اسـت     هاي    عملي براي سازه  
 يـك روش    كـه   درزمـاني  ،سازي شرايط معـادلات تعـادل     

 [7]رابينـسون و هاگنمـاخر      ي  وسـيله   بهرود،   كار  بهجبري  

بـراي انتخـاب انـواع      هايي     روش اخيراً. مطالعه شده است  
سينماتيكي كه منجر بـه خـوش        استاتيكي و هاي    ويژه پايه 

هـاي    سختي سازه نـسبت بـه پايـه        حالتي ماتريس نرمي و   
گـسترش يافتـه   [1]  كـاوه   توسـط كلاسيك گرديده است،

  .است
  

  روش نيروها
ها به روش نيروها كه در آن نيروهاي اعـضاء            ازهتحليل س 

 از اين نظر جـذاب اسـت        ،روند  كار مي  هعنوان مجهول ب   هب
غالبـاً بـه    هـا      آن  يك سـازه و طراحـي      ،كه خواص اعضاء  

. هـا بـستگي دارد      يي گره جا  جابهنيروهاي اعضاء بيشتر از     
بـا ظهـور    . برد زيادي داشـت    كار 1960اين روش تا سال     

اي   ها بـراي رايانـه      روش تغيير مكان  بودن   و مناسب    رايانه
ها شدند و     شدن، اكثر محققين مجذوب روش تغيير مكان      

  .در نتيجه روش نيرو و بهينه كردن آن دچار فراموشي شد
هـا بـه روش       چهار طريق مختلف براي تحليل سازه            

  :نيروها اتخاذ شده است كه عبارتند از
  ،هاي توپولوژيكي روش .1
 ،هاي جبري روش .2

 ، جبري-هاي مختلط توپولوژيكي روش .3

 .روش مجتمع .4

ــوژيكي   روش        ــاي توپول ــهه ــيله ب ــدري وس  [9] مان
 هاي ساختماني با گره صلب با  براي اسكلت[8] هندرسن 

مـدل  هـاي       چرخـه  بردن انتخاب دستي بـراي پايـه         كار  به
هـاي مناسـبي      روش. تتوسعه داده شـده اس ـ    ها     آن گراف

ارائه شـده  [10,11] كاوه توسط ها   آنكردناي  براي رايانه
 ي هــاي توپولــوژيكي بــراي كليــه    ايــن روش. اســت
 ـ. هاي ساختماني تعميم داده شده اسـت        اسكلت عنـوان   هب

هاي صلب، خرپاهاي مـستوي مفـصلي و           قاب  براي ،مثال
  .[11]خرپاهاي فضايي 

 توپـسو  [15] انكـار  همكانكو وروش جبري توسط        
توسـعه داده  [12] دنكـه   [13] شانكار همرابينسون و [14]

 جبـري   -هـاي مخـتلط توپولـوژيكي       شده اسـت و روش    
 كلمـن و پـوتن    ؛  [16]انشكـار   هـم  گيلبـرت و     ي  وسيله  به
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  . گرفته شده استكار  به[17] پوتن  و [18,19]
 [22-20] پتنايـك   ي وسـيله  بـه روش مجتمع نيروها        

ايط توسعه داده شده است كه در آن معادلات تعادل و شر          
زمان برحسب متغيرهاي نيرويي بيان      سازگاري به طور هم   

هـاي توپولـوژيكي كـه از          روش ،در ايـن فـصل    . انـد   شده
كننـد، ارائـه شـده        ها استفاده مي    مفاهيم كلي تئوري گراف   

 فرمـول ماتريـسي كـه بـر اسـاس           ،در اين قـسمت    .است
هـا و روابـط       معادلات تعادل نيروها، سازگاري تغيير مكان     

 اسـتوار اسـت، شـرح داده        هـا   تغييـر شـكل     و ابين نيروه 
 (S) گـره، كـه      N و   M بـا عـضو      Aيك سـازه     .شود  مي

. دارد را در نظر بگيريـد      (DSI) نامعيني استاتيكي    ي  درجه
 مجهـول   عنـوان   بـه  نيروي مجهول مـستقل را       (S)تعداد  

تـوان از     اي مجهول را مـي    اين نيروه . اضافي انتخاب كنيد  
هـاي خـارجي و يـا نيروهـاي داخلـي سـازه               العمل  عكس

 زيـر تعريـف     صـورت   بههاي اضافي     مجهول. انتخاب كرد 
  :شوند مي

 )2(                                     t

1 2 (s)q q ,q ,....,q  
هاي اضـافي را بـراي تعيـين          قيود مربوط به مجهول          

آزاد  (S سـازه پايـه      عنـوان   بهاتيكي كه   يك سازه معين است   
بـديهي  . شود، از بـين ببريـد       شناخته مي ) شده يا مقدماتي  

بارهـاي  .  باشـد پايـدار  بايـستي  ،است كه يك سـازه پايـه   
  :توان با عبارت زير تعريف كرد اي را مي گره

 )3(                               t

1 2 np p , p ,...., p  
ها ممكن     بارها فقط در بعضي از گره      بدين علت كه         

حـال نتـايج   .  رفته استكار   به N، nجاي   هاست اثر كنند، ب   
  بـراي يـك تحليـل      pتوزيع تنش به سبب وارد آمدن بار        

 زيـر   صـورت   بـه تـوان      روش نيرو را مي    ي  وسيله  بهخطي  
  :نوشت

 )4(                                            0 1r B p B q   
انـد و هـر       هاي مستطيلي شكل     ماتريس B1 و   B0كه         
كـه   B0P.ستون دارند (S) و   N سطر و به ترتيب      Mكدام  

تعـادل را   . شـود    يك حل خصوصي شـناخته مـي       عنوان  به
 كه حـل    B1qشود و     كند و توسط بارها وضع مي       ارضا مي 

 متعـادل    ودهاي خ   مكمل يك مجموعه حداكثر از سيستم     

 يك پايه استاتيكي شـناخته      عنوان  به است،   (S.E.Ss)تنش  
 را تـشكيل    S استاتيكي   ي   يك پايه  B1هاي    ستون. شود  مي
 سـه سيـستم     چرخـه توجه كنيد كه بر روي هـر        . دهند  مي

   .توان تشكيل داد خود متعادل براي قاب مستوي مي
 ي  يـك سـازه  صورت به پايه لازم نيست ي يك سازه        

براي يك مجهول اضافي سـازه پايـه،        . ين انتخاب شود  مع
 تحليل اوليـه بـراي      ي  وسيله  بهتوان اطلاعات لازم را يا        مي

ــاي  ــنشpباره ــاي  و واك ه iq i 1,2,..., (S)   ــا  ي
  . استفاده از اطلاعات موجود تهيه كردي وسيله به

 هــاي حقيقــي حــال ت ســازگاري در ســازهمعــادلا       
 تغيير مكان براي    ، بردن نسبت بار   كار   به  با .شود  ساخته مي 

، ر قطر ماتريس نرمي مجـزا     دها     آن آوري  هر عضو و جمع   
Fmتوان نوشت  مي:  
) 5(                       m m 0 m 1u F r F B p F B q    

بنـدي    توان در يك شـكل تقـسيم         بالا را مي   ي  معادله       
  : زير نوشتي شده

) 6(                   
t

0 0
m 0 1t

c 1

v B p
F B B

v qB

    
     
      

  

 p شامل تغيير مكان مربوط به اجزاء نيروهاي         ؛v0كه         
ها را براي سازه پايه        تغيير مكان نسبي برش    ؛vcباشد و     مي

  :توان نوشت با انجام ضرب مي. كند مشخص مي

) 7(               
t t

0 0 m 0 0 m 1

t t
c 1 m 0 1 1

v B F B B F B p

v qB F B B FmB

    
     
      

  

  :يا
) 8(                     t t

0 0 m 0 0 m 1v (B F B )p (B F B )q   
  :و
) 9(                     t t

1 m 0 1 m 1vc (B F B )p (B F B )q   
  :حال با اعمال شرايط سازگاري داريم

 )10(                                                     cv 0  
  :داريم) 9 (ي  بالا با معادلهي با تلفيق معادله

) 11(                     t 1 t
1 m 1 1 m 0q (B F B ) (B F B )p   

  :داريم) 8 (ي گذاري در معادله با جاي
) 12(             t t 1 t

0 0 m 0 1 m 1 1 m 0v B F B (B F B ) B F B p     
 زيـر   صـورت   بـه تـوان     و نتايج تنش در يك سـازه را مـي         



  ...ها براي بهبود  هاي نظريه گراف استفاده از روش    30
  

  1389 يك، شماره دوم،سال بيست و     مشهدنشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي 

  :نوشت
)13(                    t 1 t

0 1 1 m 1 1 m 0r B B (B F B ) B F B p     
tكه       

1 m 1G B F B       به ماتريس نرمي يك سازه موسوم 
شرايط يك تحليل بهينه به روش نيروها اين اسـت          . است

  : داراي شرايط زير باشدGكه ماتريس نرمي 
   باشد، تنُكُ .1
  باشد، خوش حالت .2

  مثال پهناي باند كمي    عنوان  به(خوش ساختار باشد     .3

 ).داشته باشد

  بايـستي B1 ساختار ،2 و 1براي دسترسي به شرايط          
 بـراي هـر مـسأله       Fm زيرا ساختار    ؛به خوبي طراحي شود   

  شرط سوم داراي ذات تركيبـاتي     . خاص قابل تغيير نيست   
  . شود  خاصيت دوم مطالعه مي،در اين مقاله .باشد مي

 ،باشـد   هاي اسـتاتيكي مـي       كه شامل پايه   B1ماتريس         
مـاتريس  tCكـه  (ستا tCبا ماتريس  داراي الگوئي مشابه  

به طـور مـشابه مـاتريس       ) باشد   عضو مي  چرخهمجاورت  
t
1 m 1G B F B معــادل بهينــه كــردن مــاتريس همــسايگي 

 ،ايـن تبـديلات  . باشد   مي tCCگراف،هاي      چرخههاي    پايه
  :مزاياي بسياري دارند از قبيل

 G ي كــوچكتر از مرتبـــه  tCC مــاتريس ي مرتبــه   .1
ــي ــد م ــازه . باش ــك س ــراي ي ــه ي ب ــضايي مرتب  ي  ف

 ، دوبعدي ي   و براي يك سازه    ،شش بار  tCCماتريس
  .باشد  ميG ي سه بار كوچكتر از مرتبه

ــه  .2 ــاتريس دراي  Z2   اعــضايtCC وCهــاي  هــاي م
 )مجموعه اعداد صحيح تشكيل شده از صـفر ويـك      (

تـر از     بـسيار راحـت   ها     آن پس كار بر روي   . باشند  مي
B1   و G  هـاي      زيرا درايـه   ؛ خواهد بودB1 و G  اعـداد 

 .باشند حقيقي مي

 آمده در رياضيات تركيبـاتي و       دست  بههاي    پيشرفت  .3
تئوري گراف به طور مستقيم قابـل اسـتفاده خواهنـد       

 .بود

هــاي تحليــل جبــري و تركيبــاتي  بــين روشتنــاظر   .4
 .شود پايدارتر مي

 براي دسـتيابي بـه يـك        ،طور كه مشاهده شد    همان        

 G تأمين شرايط تحليل بهينـه بـراي         ي   مسأله ،تحليل بهينه 
 .شـود  تبـديل مـي  tCCبه مسأله تأمين شرايط مذكور براي 

 اين كه به تحليل يـك     معني است كه حتي قبل از      بداناين  
 انتخـاب   ي  پايـه هـاي       چرخهسازه پرداخته شود با بررسي      

از طرفـي   . توان بهينگي تحليل را مـشخص نمـود         شده مي 
 ي  بايــستي پايــه،بــراي دســتيابي بــه يــك تحليــل بهينــه 

هــم الگــويي پايــه . مناســبي انتخــاب نمــودهــاي   چرخــه
 مـدل   ي  چرخـه يـك پايـه      استاتيكي يك سازه اسكلتي و    

موثر براي انتخاب يك پايه هاي   روش. في آن ديده شد   گرا
  توسـط B1 هم الگو براي پرصفر كـردن مـاتريس   چرخه

هوبيكا و سيسلو [24]  انكار همكسل و ،[26-25-11]كاوه 
بـراي مرتـب    هـايي     الگـوريتم  . گسترش يافته اسـت    [23]

 كـم   انتخاب شده كـه منجـر بـه       هاي    پايههاي    كردن المان 
  [28-27]كـاوه   شـود توسـط   يعرضي مـاتريس نرمـي م ـ  

  .مطالعه شده است
  

  كمينه و بهينه هاي   پايه چرخه
شـود كـه       ماتريسي تنُكُ ناميده مـي     ،دانيم  طور كه مي   همان

اهميت تنكـي از    . هاي آن صفر باشد     تعداد زيادي از درايه   
باعـث   ،هاي تنـك   كردن با ماتريسكاراين لحاظ است كه     

از طرفـي   . شـود   ميانه  جويي در زمان محاسباتي راي      صرفه
 دسـت   بـه هاي عملي     هايي كه در تحليل سازه      اكثر ماتريس 

 . حتـي اگـر چنـين نباشـند        ؛توانند تنك شـوند     آيند مي   مي
 تعـداد   صـورت   بـه  براي يك مـاتريس      » ضريب تنكي «

  .شود هاي غير صفر آن تعريف مي درايه
  

 صـورت  بـه  ييهـا  پايـه چرخـه    .هاي چرخه كمينـه  پايه
 1 2 (s)C C ,C ,...,Cناميــده  كمينــههــاي    پايــه چرخــه

  : شود در صورتي كه مقدار زير كمينه،ودش مي
) 14(                                    1b (S)

i
i 1

L(C) L(C )


   

(C)واضح است كه            L(C)       پس يافتن يك پايـه
 و  Cتـرين مـاتريس        متناظر با يافتن تنك    هكمينهاي      چرخه

  .باشد  ميGترين ماتريس  از طرفي يافتن تنك
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 L(C)كـه   هـايي       پايه چرخـه  .  شبه كمينه هاي       چرخه  پايه
 شـبه كمينـه   هـاي       چرخه پايه   ، دارد مقدار نزديك به كمينه   

  .شود ناميده مي
  

كه منجر به تنكي    هايي      چرخهپايه  .  بهينههاي       چرخه  پايه
 پايـه   ،شـوند   مـي tCCهـا     چرخـه اتريس همسايگي پايه    م

بـديهي اسـت چنـين      . شـوند    ناميـده مـي    بهينههاي      چرخه
  .پوشاني هستند ترين هم هايي داراي كم پايه

  

t(CCاگر    .شبه بهينه هاي      پايه چرخه  )    از مقدار مينيمم 
  .نامند  مياي را شبه بهينه ه چنين پاي، باشدكمي بيشتر

سـيكل عـضو     ضريب اشتراك مـاتريس همـسايگي            
 به طوري   ،باشد  ام مي jام برابر تعداد سطرهاي     iبراي سطر   

  :ام احراز شوندjكه دو شرط زير براي سطر 
)15(                               1j i 1 , i 2 , ..... , b (S)    

 پيـدا   kه حداقل يك    شرط دوم به اين معني است ك             
 باشـند و    mk شامل عـضو     Cj و   Ci چرخهشود كه هر دو     

ام مـاتريس مجـاورت     jام و   iبه بيان ماتريـسي سـطرهاي       
 . درايه غيـر صـفر داشـته باشـند         k عضو در ستون     چرخه

 يك نتيجه  عنوان  به
ib (S)C   ي  نتيجه .همواره برابر صفر است 
 زيـر نـشان داده      ي   رابطـه  صـورت   بهمستقيم تعريف اخير    

  :شود مي
)16(                         

1b (S) 1
t

1 i
i 1

(CC ) b (S) 2 (C)



     

1bجمله          (S) بـا   چرخـه  مجاورت هر    ي  نشان دهنده 
علت تقارن   ه دوم ب  ي   در جمله  2ضريب  . باشد  خودش مي 

iصـل جمـع     وارد شـده اسـت و حا       tCCماتريس (C) 
اسـت كـه بـا    هـايي       چرخـه  مجموع تعـداد     ي  نشان دهنده 

ibپس. ام عضو مشترك دارند   i ي  چرخه (S) 1

i 1

2



    برابر تعـداد 

. خواهد بـود  tCCاعضايي غير صفر و غير قطري ماتريس      
1bكه جايي از آن  (S)  معلـوم، مقـدار معلـومي    ي براي سازه 
 تنها با مينـيمم     tCC بنابراين تنك كردن ماتريس    ،باشد  مي

ibكردن مقدار    (S) 1

i
i 1

(C)



    هـا    چرخهميسرخواهد بود يعني

 .طوري انتخاب شوند كه همپوشـاني كمـي داشـته باشـند          
 كـاوه   توسـط ايي  ه ـ  چرخـه انتخاب چنين پايه     يها  روش

  . گسترش يافته است[25-26-29-30-31]

هايي     چرخهترين نوع      مناسب ،با توجه به مطالب ذكر شده     
هـاي       چرخـه  ،توان انتخاب كـرد     كه براي روش نيروها مي    

 اكثر تحقيقات   ، زير ي   ولي به دودليل عمده    ؛باشند   مي بهينه
  : متمركز شده استكمينههاي    بر روي چرخهانجام شده

 پيچيـده   بهينـه هـاي       هاي انتخاب چرخـه     وريتمر الگ اكث .1
 مطلـوب   باشـند و از نظـر زمـان محاسـباتي رايانـه             مي
  .باشند نمي

هـاي كمينـه       انتخـاب سـيكل    ،هاي عملي   در اكثر سازه   .2
 .شود  نيز ميبهينههاي   منجر به تشكيل چرخه

  

  ها  انتخاب پايه چرخه
اي ه ـ  يك گراف كاربرد زيـادي در زمينـه       هاي      چرخهپايه  

يي هـر يـك از ايـن        آميـزان كـار   . گوناگون مهندسي دارد  
يـك  .  انتخاب شده بستگي دارد    ي  چرخهكاربردها به پايه    

 مـورد نيـاز را      ي  تر زمان و حافظه     كوتاههاي      چرخهپايه با   
يعني انتخاب يك   . دهد  براي بعضي از كاربردها كاهش مي     

 اسـت و بـراي كاربردهـاي         مطلوب ، حداقل ي  چرخهپايه  
 يعني  ؛با تقاطع حداقل مورد نياز است     هاي      چرخه ديگري

 ي  چرخـه  پايـه . شود  بهينه ترجيح داده مي   هاي      چرخهپايه  
 مـورد بررسـي قـرار    [32] اشـتپان  حداقل در ابتدا توسط 

هاي  الگوريتم .اصلاح گرديد [33] زيكووگرفت و توسط 
نزديـك بـه حـداقل      هـاي     چرخهعملي براي انتخاب پايه     

. توسعه داده شد[24]  انكار همكسل وو [11] كاوه توسط 
 حـداقل يـك     چرخههاي مشابهي براي تشكيل پايه        روش

يك تخمـين   .  ادعا شد  [23]سيسلو و هابيكا    گراف توسط   
مـستوي   هـاي   براي گـراف [34] كاوه  ي وسيله بهمشابهي 

 متقــابلي هــم بــراي ي  نمونــه،بــا وجــود ايــن؛ ســاخته شــد
 ي يك نمونه[35]  نسكوكولاسي. فضايي داده شدهاي  گراف

اخيـراً  . يافـت  سيسلو و هابيكا  هاي    متقابلي براي الگوريتم  
بـراي  اي   چند جملهي يك الگوريتم از رتبه[36] هورتون 

  .ها معرفي كرده است حداقل گرافهاي   يافتن پايه چرخه
  

 چرخهيك    .تشكيل يك چرخه حداقل روي يك عضو      
Ci        با طول حداقل روي يك عضو mj  نام دارد را     كه مولد 
كـاوه بـه شـرح زيـر         SRTتوان با استفاده از الگوريتم        مي
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  1389 يك، شماره دوم،سال بيست و     مشهدنشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي 

  : تشكيل داد
 تـشكيل   mj عضو   nt و   ns از دو گره انتهاي      SRTدو       

عـضو  ( با يكـديگر     SRTدهيد و جريان را به برخورد دو        
mj   شامل SRT تـرين    جمـع كوتـاه   . محـدود كنيـد   )  نباشد

 حداقل چرخه يك mj  و عضو   nc و   nc، nt و   nsمسير بين   
Ci را روي mj ــي ــشكيل م ــد  ت ــن   . ده ــتفاده از اي ــا اس ب

بـراي   .تـوان محاسـبه نمـود       ها را هم مي     ها طول   الگوريتم
. )1(شكل ؛باشد   مي mj حداقل روي    ي  چرخهيك  Ci ،مثال

 SRT      به محض ايـن  . اند ها با خط كلفت نمايش داده شده
گــردد   قطــع مــيSRTمراحــل توليــد  پيــدا شــود ncكــه 
  ).a:1(شكل

  

 
(a)  

  
(b)  

   يك سيكل حداقل روي يك عضو 1شكل 
  

 روي  ، حـداقل  ي  چرخـه توان يك     به طور مشابه مي          
 SRTيك  .  توليد كرد  ،كند   عبور مي  nk كه از گره     mjعضو  
 تشكيل دهيد و به محض اين كه        ،شود   شروع مي  nkكه از   

تـرين مـسيرهاي       جمع كوتاه  ، رسيد mjبه دو گروه انتهايي     
 مورد نظـر  ي  چرخه mj با   nt و   ns، nk و   k n بين   ،شدهپيدا  

) b:1( روي شــكل، فــوقي چرخــه. دهــد را تــشكيل مــي
   .مشخص شده است

  
 يـك گـراف را      چرخـه هـر     .هـا     كنترل استقلال چرخـه   

 – چرخـه  بردار ستوني از ماتريس تلاقي       عنوان  بهتوان    مي

نـد  يـك روش جبـري، مان  .  مورد بررسي قـرار داد   ،اعضاء
 نسبت به  چرخه يك   توان براي وارسي    س را مي  حذف گو 

بـه هـر حـال،    .  بـرد كـار    به  قبلي ي   پايه انتخاب شده   -زير
اگرچه اين روش معمول اسـت و ترتيـب عـدم اسـتقلال             

دهـد، ماننـد       را كـاهش مـي     چرخـه هاي انتخاب     الگوريتم
هاي جبري ديگر كـاربرد آن نيـاز بـه يـك              خيلي از روش  
  .اردسازي قابل توجه د فضاي ذخيره

هاي معمولي گـراف تئـوريكي از يـك           اغلب روش        
هـاي    چرخـه كننـد و پايـه     استفاده مـي Sدرخت گسترنده  

 خيلـي سـاده     ،ايـن روش  . دهنـد   درختي آن را تشكيل مي    
طولاني را  هاي      چرخه هر چند كه معمولاً كاربرد آن        ؛است

تـوان بـا اجـازه دادن بـه           اين روش را مـي    . دهد  نتيجه مي 
هاي درخت     رفته در مجموعه شاخه    كار   به ر وتر انتخاب ه 

تخفيـف بيـشتري در طـول را        . انتخاب شده اصلاح كـرد    
 كـار   بـه  از گره مركزي گراف و   SRTتوان با توليد يك       مي

از گـره  هـا      آن ي  بردن اين وترها به ترتيب صعودي فاصله      
  [11] كاوه  . آورددست بهمركزي 

 شـامل   ،دباش ـ  روش سوم كه گـراف تئـوريكي مـي               
به فرآيند گسترشي زير    . مجاز است هاي      چرخهاستفاده از   
  :توجه كنيد

 )17(          1 2 3 b (S)
1C C C C .... C 1 S       

kكه         
k

i
i 1

C c


   چرخه، يك Ck+1    سيكل مجاز ناميده
kاگر براي . شود مي k

k 1C C c  داشته باشيم ،:  
  
 )18(            k 1 k k

1 1 k 1 1b (C ) b (C C ) b (C ) 1
    

توان اثبات كرد كه شرايط مجاز بـودن          به راحتي مي         
 :شود با ارضا يكي از شرايط زير تأمين مي

1 .k
k 1 k 1A C C    كه يك تقاطع تهي است .  

2. 1 k 1b (A ) r s     كه r و  s   هـاي     مؤلفه  به ترتيب تعداد
k 1C  و kCاست .  

3. 1 k 1b (A ) 0  كه k 1C  و kCاند   پيوسته.(r = s)   
در نسبت بالا        

1 i i ib (A ) M N 1   كه iM و iN به 
 ،بـراي مثـال   . باشـد    مي Aiهاي    ترتيب تعداد اعضاء و گره    

هـا     آن   بـا شـماره     ):2(ترتيب انتخـاب سـيكل در شـكل         
  .مشخص شده است
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 هاي محصور آن سيكل   يك سيكل و2شكل

  

پيـشنهاد   سيـسلو وهوبيـسكا   روش متفاوتي توسـط            
  :شده، كه

k 1 k
1 1b (C ) b (C ) p    

 رـه ه ـب. گيرد  براي مجازبودن مورداستفاده قرار مي          و  
براي . شود انجام مي p > 1حال، يك پروسه تكميلي براي 

 اولـين   ،شـود    اضـافه مـي    kC به سيكل    C3مثال، وقتي كه    
  ،كنـد   افـزايش پيـدا مـي   3 ي   به اندازه  [38]  كاوه ،عدد بتي 

  قبل از افزايش ثانوي در اين        C2 و   C1هاي    براين سيكل بنا
  .شود مرحله توليد مي

از هـا     چرخـه  اسـتقلال    وارسـي در اين مقاله بـراي             
  .روش اول وسوم استفاده شده است

  

  با شرايط موزوني بهينهي يها  چرخهپايه 
هـاي نرمـي،      به منظور بهينه كردن شرايط موزوني ماتريس      

كـه خـواص    هايي      چرخهي مربوط به پايه     هاي استاتيك   پايه
 اگـر   چرخـه  يـك پايـه    .اي دارند بايد انتخاب شـود       ويژه

 بـا   چرخـه  يـك پايـه      عنوان  به ،خواص زير را داشته باشد    
  :شود شرايط موزوني بهينه تعريف مي

پايه چرخه بهينه باشـد، يعنـي عناصـر غيـر صـفر             ): الف(
ه بـه   حداقل باشد ك  ها    مربوط به ماتريس مجاورت چرخه    

  .شود ماتريس نرمي با تنكي حداكثر منجر مي
 ؛بـا بيـشترين وزن باشـند      هـا     اعضاء مشترك چرخه  ): ب(

يعنــي عنــصرهاي غيرقطــري مربــوط بــه مــاتريس نرمــي 
  .كوچكترين مقدار بزرگي ممكن را داشته باشند

دار ممكن است بيـشتر از يـك پايـه           يك گراف وزن         
شــرايط ) ب(رطارضــا شــ.  بهينــه داشــته باشــدي چرخــه

به هر حال، اگر يك چنـين پايـه         . كند  موزوني را بهينه مي   

 وجـود نداشـته باشـد، پـس بايـد تـوافقي بـين               اي  چرخه
اي    پايـه  ،عبارت ديگـر   هب. پيدا شود ) ب(و)الف(هاي    ط  شر

طور جزئي هر دو شرط بـالا را         هرا بايد انتخاب نمود كه ب     
يل پايـه   كـه الگـوريتمي بـراي تـشك        جايي از آن . ارضا كند 
ي يهـا     چرخه تحقيق براي پايه     ، بهينه موجود نيست   چرخه

 ي  مـسأله . شود  با شرايط موزوني نزديك به بهينه انجام مي       
توان با شكل رياضي زير        بهينه را مي   ي  چرخهانتخاب پايه   
  :توضيح داد

  
 )19  (                                1b (S) 1

i
i 1

i 1

Min L(C C )




   

  
 )20       (                        

1b (S) 1
i

i 1
i 1

Max W(C C )




   

i است و S ي  انقباض يافتهSكه 
i

j
j 1

C C


 باشد  مي.  
سازي چنـد      بهينه ي  توان ديد كه مسأله يك مسأله       مي       

 بـه   ،آيـد   هايي كه در ادامـه مـي        موضوعه است و الگوريتم   
اند كه هر دو تابع موضوع را به طـور            يف شده اي تعر   گونه

  [37] كاوه .جزئي، همزمان ارضا كنند
  

ــا ــك   .  خطاه ــا در ي ــل خط ــبهتحلي ــددي،  ي محاس  ع
مقادير ورودي  . اساسي است  ، دست و يا رايانه    ي  وسيله  به

در اكثـر مواقـع بـر       هـا      آن  چرا كـه   .به ندرت دقيق هستند   
و از طرفي، خـود     اند     مشاهدات و برآوردها بنا شده     ي  پايه

ــددي روش ــاي ع ــا  ،ه ــي از خطاه ــواع مختلف  موجــب ان
 موضوع خطاها، در مثال     ي  قبل از شروع مطالعه   . شوند  مي

  :پردازيم ميها   آنزير به ذكر اهميت
ــشه           ــواهيم ريـ ــد بخـ ــرض كنيـ ــهي فـ  ي  معادلـ

2x 0.4002x 0.00008 0   ــا ــشار 4 را بـ ــم اعـ  رقـ
 -0/ 0003 برابـر    ،جـواب بـه دسـت آمـده       . كنيمحساب  

  .خواهد بود
 رقـم اعـشار،     8مده با دقت    آدست   جواب حقيقي به         
 4 بنابراين حساب با اعداد داراي       ؛باشد   مي -0002/0برابر  

علـت  . نمايـد   مـي  %50رقم اعـشار ايجـاد خطـايي برابـر          
 4 مزبور، استفاده از حـساب بـا اعـداد اعـشاري             ي  پديده

 8نيم كه اعـداد اعـشاري        اما نبايد تصور ك    ،باشد  رقمي مي 
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  .كنند رقمي تمام مسائل را حل مي
 

برخـي محاسـبات      .و ناپايداري ) بد وضعي ( حساسيت
 در حالي كه    ؛باشند  به خطاي گرد كردن بسيار حساس مي      

تـوان    مـوارد مـي   اي    در پاره . برخي ديگر اين گونه نيستند    
اين حساسيت را با تغيير روش محاسبه از بين برد، لـيكن            

اري از موارد مسائل به طور ذاتي بـه خطـاي گـرد             در بسي 
بنابراين، بايد حساسيت بـه روش      . باشد  كردن حساس مي  

 ي  كلمـه .و حساسيت ذاتي را از يكـديگر متمـايز سـاخت          
له أ يـك مـس    ي  حساسيت به طور كلي به وابستگي پيوسته      

. گـردد   مي ورودي و يا روش آن اطلاق     هاي    نسبت به داده  
 بـا نـرخ چنـد برابـر مرتـب           لهأچنانچه خطا در يـك مـس      

  . نامند  مي ناپايدار،افزايش يابد، روش را از لحاظ عددي
ــال ــه:مث ــار ي  معادل ــه چه x)4 مرتب 2) 0  ــر  را از نظ

  .بدحالتي بررسي كنيد
. باشد   مي x=2 يكسان   ي   اين معادله داراي چهار ريشه     :حل

 810د  حال اين معادله را از يك عدد بسيار كوچك مانن ـ         
  :دهيم  ميكسر و رفتار آن را مورد مطالعه قرار

) 21(    4 8 4 3 2(x 2) 10 x 4x 8x 16x0 15.99999999 0         
4 ي  اين معادله بايد رابطـه    هاي    ريشه        4(x 2) 10   

x)4را ارضـــا نماينـــد، يعنـــي 2) 10    . ،بنـــابراين
  :رتند ازمعادله عباهاي  ريشه

1 2 3 4x 2.01, x 1.99, x 2 0.01i, x 2 0.01i                
معادلـه  هـاي     گردد، ريـشه    مي گونه كه ملاحظه   همان   

له از قبيـل يـك ضـريب        أمسهاي    داده شده نسبت به داده    
اين نوع رفتار تابع كـه مـستقل از         . باشد  بسيار حساس مي  

باشـد،    روش حل آن بوده و جزو خصوصيات ذاتي آن مي         
جـا   گـردد؛ چنانچـه در ايـن        مـي  يستممنجر به بدحالتي س   

 دچار  ،معادله با اندكي تغيير در ضريب ثابت آن       هاي    ريشه
 يك ماتريس   ،طوركلي به .اند  تغييرات بسيار بزرگي گرديده   

A     هاي زير را داشـته باشـد        ، اگر حداقل يكي از مشخصه ،
  :شود بد وضع ناميده مي

باعـث  ) عناصـر مـاتريس   (تغيير كـوچكي در ضـرايب        .1
  . بزرگي در جواب دستگاه شودتغييرات

عناصر قطـري مـاتريس، نـسبت بـه سـاير عناصـر آن               .2

 .باشندكوچكتر 

|1مقدار  .3 A | . | A |دقيقاً يك نشود . 

1مقدار  .4 1[A ]  دقيقاً با Aباشد برابر ن. 

AA]1مقدار  .5 ] دقيقاً با ماتريس يكه I اشدنب برابر. 

1مقــدار  .6 1 1[A [(A) ] ]   ــاتريس يكــه ــشتر از I از م ، بي
 .داشته باشد تفاوت I از 1AAمقدار 

در مــسائلي كــه مقــدار بــد وضــعي انــدكي دارنــد،        
 اما در مورد ،محورگيري بر افزايش دقت جواب تأثير دارد     
ط بـا دقـت     مسائلي كه بد وضـعي شـديدتري دارنـد، فق ـ         

  .توان دقت جواب را افزايش داد مضاعف محاسباتي مي
  

گيـري شـرايط    بـه منظـور انـدازه   .  ط موزوني اعداد شراي 
 اعداد گوناگوني تعريف شده و بـه        ،موزوني يك ماتريس  

هـا     آن ي  سه عدد شرايط موزوني كه اسـتفاده      . رود  مي كار
  :[38] كاوه ؛ شود آسان است در ذيل شرح داده مي

مقادير ويـژه  : ثر و حداقل حداكي بت مقادير ويژه نس) الف
هـا مـرتبط     و بردارهاي ويژه به شرايط مـوزوني مـاتريس        

 حداكثر و حداقل يك ماتريس      ي   نسبت مقادير ويژه   .است
max min| | / | |   توان به عنـوان يـك عـدد شـرايط         را مي

تـوان نـشان داد كـه         بـه راحتـي مـي     . موزوني به كار بـرد    
 شرايط مـوزوني بـه طـور        ، اين عدد  10تم در مبناي    لگاري

قابل توجهي با تعداد حداكثر ارقامي كه در معكوس كردن       
. رود، متناسب اسـت     مي زمان از دست   يا حل معادلات هم   

  :، در حل معادله برابر است باgبنابراين تعداد ارقام خوب 
 )22(        max ming p log(| | / | |) p PL       

maxت در ايــــن نــــسب        minp, PL log(| | / | |)   
عددي است كه از يـك ماشـين بـه ماشـين ديگـر تغييـر                

 رقم براي دقـت     8  تقريباً IBM/360براي مثال در    . كند  مي
بايـد ذكـر    . باشـد    رقم براي دقت مضاعف مي     16ساده و   

شود كه برآورد بالا محافظه كارانه اسـت و تجربـه نـشان             
  . يك رقم در جهت اطمينان استPLداده است كه 

يـك مقـدار    :  سطري ي  دترمينان ماتريس نرماليزه شده   ) ب
كارا و ساده كه شرايط موزوني يك مجموعه معـادلات را           

 سـطري   ي  كند، دترمينان ماتريس نرماليزه شده      ارزيابي مي 
يعنـي هـر سـطر از    . باشـد  ميدارا را با يك سري ضرايب     
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  :شود به  تقسيم ميGi , Gماتريس 
)23(                             1/22 2 2

i1 i2 iig g ... g      
بزرگي دترمينان ماتريس نرماليزه شده سطري كه بـا                

PN  شود، معيار خوبي براي سـنجش شـرايط           مشخص مي
واضح است كه بزرگـي ايـن   . باشد  ميGموزوني ماتريس   
  : زير قرار داردي دترمينان در فاصله

)24(                                                      0 PN 1   
 در ماتريس   ، معين مثبت است    لزوماً Gكه   جايي از آن        

ايـن مـورد    . باشـد    مـي  PN=1با شرايط موزوني ايـده آل       
؛ افتد كه ماتريس متعامـد يـا قطـري باشـد      ميزماني اتفاق 

  .[38] كاوه
جـايي كـه بهتـرين شـرايط         آناز  : هـا  نسبت دترمينـان  ) ج

موزوني براي معكوس كردن در يك ماتريس، قطري بودن 
توان بـه عنـوان يـك معنـي           باشد، پارامتر زير را مي      آن مي 

 Gگيـري شـرايط مـوزوني مـاتريس          كاربردي براي اندازه  
  :قبول كرد

 )25(                                iidet[G] det[G ]    
قطـر  هـاي      ماتريس قطري مركـب از درايـه       ؛Giiكه         

. دهـد    معنـي دترمينـان را مـي        ؛ detباشـد و     مي Gماتريس  
 نزديـك صـفر بـراي يـك مـاتريس بـا شـرايط               مقادير  

 عـدد شـرايط مـوزوني       ،بنابراين. باشد  آل مي  موزوني ايده 
PDETشود  به شرح زير استفاده مي:  

 )26(                            iiPDET det[G] / det[G ]  
 PDETبراي يك ماتريس با شرايط موزوني ايده آل                

  .[38] كاوه ؛ نزديك واحد است
 

نـسبي  ) يا نرمـي  (سختي    .گراف وزن دار و عضو مجاز     
توان به عنوان اعداد صحيح مثبـت         اعضاء يك سازه را مي    

ررسي قـرار   مربوط به اعضاء گراف مدل يك سازه مورد ب        
  .[38] كاوه ؛ دهد داد كه يك گراف وزن دار را نتيجه مي

       S    قابي در نظر بگيريد و       ي   را مدل يك سازه Kmi  به 
 در سيـستم مختـصات      miعنوان مـاتريس سـختي عـضو        

وزنـي را   . شـود   اصلي انتخاب شده براي سازه تعريف مي      
 kmiاز kii توان با استفاده از عنصرهاي قطـري    ميmiبراي 

  :تعريف كرد
z z

i ii 1 4 3W(m ) k 2( )      
1/2 1/2 z 1/2 z 1/2

i ii 1 4 3W(m ) k 2 ( ) ( ) ( )          
 )27(                                                           
 )28 (               z z

1 4 33

EA 12EI 4EI
, ,

L LL
       

 دوم  ي  تـوان مجمـوع ريـشه       در تعريف ديگري مـي           
توابع ديگري نيز براي    . برد  را به كار   Kmiعنصرهاي قطري   

  .توان تعريف كرد  ميSنمايش سختي نسبي اعضاء 
 بـه  mM(s) , … , m2 , m1 فرض كنيد وزن اعضاء :تعريف

ــا  M(S)ترتيـــب بـ 2 1W(m ),..., W(m ), W(m  تعريـــف (
 ناميــده -admissible) (F يـك عـضو  miعــضو . شـود  مـي 
  : اگرشود، مي

)29(                         
M(s)

i j
j 1

1
W(m ) W(m ) / M(S)




  

...  و   3،  2توانـد      يك عدد صحيح است و مي      كه         
بـه هـر    . گيريم  مي  در نظر  2 را برابر    فرض شود كه ما     

.  لازم است كامل براي مقادير ديگر ي  يك مطالعه  ،حال
   مجـاز  -S غيـر مجـاز يـا        ،و مجـاز نباشـد    اگر يـك عـض    

(S- admissible)شود  ناميده مي.  
 

  ها  تعاريفي از تئوري گراف
 از اجزايـي موسـوم      N(S) شامل يك مجموعه     ،يك گراف 

 از  M(S)و يـك مجموعـه      ) هـا   هـا يـا رأس      نقطه(به گره   
است كه  ) ها  ها يا منحني    خط  پاره(اجزايي موسوم به اعضا     

 ،شـود   ه كه انتهاي آن ناميده مـي      هر عضو با يك جفت گر     
  [38].  كاوه ؛مربوط است

هـاي يكـسان      اگر دو يا چند عضو متـصل بـه گـره                  
گوييم و يك عـضوي كـه         اعضا مضرب مي  ها     آن باشند به 

 حلقـه ناميـده     ،دو انتهاي آن بـه يـك گـره متـصل باشـد            
  . شود مي

 گـراف  ،گرافي كه حلقـه و اعـضاء مـضرب نـدارد             
 قابـل شـمارش     M(S) و   N(S)اگـر   . شـود   اميده مي ساده ن 
 هـاي   گـراف . گيـرد   نـام مـي     گراف مربوطه محدود   ،باشند

ها گـراف      مدل رياضي سيستم در سازه     عنوان  به رفته   كار  به
دو گره از يك گـراف را همـسايه         . باشند  ساده محدود مي  
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ها در دو انتهاي يك عـضو واقـع            هرگاه اين گره   .نامند  مي
 اگـر  .عضو متلاقي با يك گره خواهد بود   يك   ،شده باشند 

 يك زيرگراف ،هاي انتهاي عضو باشد آن گره، يكي از گره
Si   از S      خود گرافي است كه i iM(S ) M(S), N(S ) N(S)  

هـاي     همـان گـره    Siهاي انتهايي هر عـضو از         است و گره  
 ي   يك رشته  S از   Pkيك گام   . باشد   مي Sانتهايي در گراف    

محــــدود  k 0 1 1 p pP n , m , n ,..., m ,n ــه  اســــت كــ
 بـراي   S از   mi و اعـضا     niهـاي     هاي آن متناوباً گـره      جمله

1 i p  است و ni-1 و ni دو انتهاي mi باشد مي .  
مسير با عضو تكراري گامي است كه هـيچ عـضوي                  

 بـا   Piطول مسير   .  بيشتر از يك بار در آن ظاهر نشود        Sاز  
L(Pi)  آن اسـت   يشود و برابر تعداد اعـضا       اده مي نشان د  .

Pi ترين مسير بين دو گره         كوتاهni   و np اگـر بـراي     . است 
iها     ديگري بين اين گره    Pjهر مسير    jL(P ) L(P ) باشد ، 

تـرين    فاصله بين دو گره از يك گراف تعداد اعـضا كوتـاه           
هـا     آن اگر يك مـسيري بـين     . مسير بين اين دو گره است     

 .شـود   متـصل گفتـه مـي      nj و   niبه دو گـره      ،وجود باشد م
هاي آن به هم متـصل باشـد،           اگر همه جفت گره    Sگراف  

گراف يكپارچه و در غير اين صورت گراف چنـد پارچـه            
  .شود ناميده مي

هـاي    حـداكثر زيرگـراف  Sهاي گـراف       تعداد پارچه       
ــهيـــك . يكپارچـــه آن اســـت  مـــسيري اســـت چرخـ
0 1 1 p p(n , m ,n ,..., m ,n 0 كه   ( pn n   و p 1 ؛باشـد    مي 

بـه طـور مـشابه يـك     .  يك مسير بسته اسـت  چرخهيعني  
و يـك گـام     ) دار   لـولا  چرخه( با گره تكراري بسته      چرخه

ــي ــسته را م ــرد ب ــوان تعريــف ك  يــك S از Tدرخــت . ت
 يـك   . نباشـد  چرخه است كه شامل     Sزيرگراف متصل از    
اگر . دهند   يك جنگل را تشكيل مي     Sمجموعه از درختان    

 باشـد، درخـت     Sهـاي      شـامل تمـامي گـره      ،يك درخت 
 يـك   عنوان  بهبراي سادگي به آن     . شود  گسترنده ناميده مي  

 از  SRTتـرين مـسير       درخت كوتاه . شود  درخت اشاره مي  
گيرد و درختـي اسـت كـه          ريشه مي  n0يك گره مشخص    

دو فـضاي   .  كمينه اسـت   n0 و   njه   بين هر دو گر    ي  فاصله
ايـن فـضاها   . شـود   ارتبـاط داده مـي  Sبرداري بـه گـراف      

  .  و فضاي مجموعه برشيچرخهفضاي : عبارتند از
تـوان روي يـك       با اين كه فضاهاي بـرداري را مـي                

ميدان دلخواه تشكيل داد، براي سـادگي، ميـدان از مـدول            
  .0=1+1آن گيرد كه در   مورد بررسي قرار مي2صحيح 

  
حـال يـك بـردار مجموعـه          .اي  فضاي مجموعه چرخه  

 عنـوان   به تهي نيز    ي  مجموعه. كنيم  را بررسي مي  اي    چرخه
تـوان نـشان داد كـه         مـي . شود  يك عضو در نظر گرفته مي     

از يك گراف نيـز يـك       اي    چرخهجمع دو بردار مجموعه     
 بنابراين بردارهاي مجموعه. استاي  چرخهبردار مجموعه 

باشـد كـه بعـد آن برابـر      يك فضاي برداري مي   ،يا  چرخه
  :است با

 )30(          1 0rank(S) b (S) M(S) N(S) b (S)     
  

بـراي فـضاي مجموعـه        .اساسـي اي    هـاي چرخـه     پايه
 و  Tبـه درخـت     . توان يك پايـه تـشكيل داد        مياي    چرخه

 كـه مركـب از      Sزيرگراف  .  توجه كنيد  T*همراه درخت   
يـك  ) وتـر ( Tباشـد و هـر عـضو        هـا مـي     راه درخت هم

اساسـي  اي    چرخه مجموعه   عنوان  بهكه  اي    چرخهمجموعه  
اي از  مجموعــه. دهــد شــود را تــشكيل مــي شــناخته مــي

  Tهـاي  كه با اضافه كردن شاخهاي  چرخههاي  مجموعه
اي را براي فضاي مجموعـه        ايهشوند، با هم پ      تهيه مي  Tبه  

اي   چرخـه  پايـه    عنـوان   بـه دهد كه      تشكيل مي  Sاي    چرخه
  .شود  شناخته ميSاساسي 

  

 -ماتريس تلاقـي عـضو    .اي هاي چرخه هاي پايه  ماتريس
 يك سـطر بـه      S ، براي يك گراف   C اي،  چرخه مجموعه

ازاء هـر   ، و يك سـتون بـه        Sاي    چرخه  هر مجموعه  يازا
 اگـر مجموعـه   .  اسـت  1 برابر   C از ijCدرايه. عضو دارد 

 باشد و در غير اين صـورت        mj شامل عضو    iCاي  چرخه
 بـراي يـك پايـه       Cسـطرهاي مـستقل    .برابر صفر اسـت   

شـود و ماتريـسي بـا عنـوان            نـشان داده مـي     Cبرشي با 
دهـد كـه يـك        تـشكيل مـي   اي    چرخهماتريس تلاقي پايه    

1bماتريس   (S) M 1. ( استb (S)       رتبه گـراف را نـشان 
ــي ــد م ــه  ). ده ــسايگي مجموع ــاتريس هم ــه م اي  چرخ
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 مشهد مهندسي عمران دانشگاه فردوسي نشريه    1389 يك، شماره دوم،سال بيست و 

tD =CC    1 يك ماتريس 1b (S)×b (S)      اسـت اگـر iC  و 
jC       ،هر درايه   يك عضو مشترك داشته باشندdij  آن برابـر 
  .[38] كاوه ؛ برابر صفر است،صورت و درغير اين؛  است1
  

نزديك هاي  براي تشكيل پايه چرخههايي  الگوريتم
  نهبه بهي

ي يهـا   چرخـه در اين بخش دو الگوريتم براي انتخاب پايه  
دار   با شرايط موزوني نزديـك بـه بهينـه يـك گـراف وزن             

 سـه يـا   ، انتخاب شـده ي چرخهدر هر . شود  شرح داده مي  
 كه بـه ترتيـب از يـك قـاب           Sمربوط به    (S.E.Ss)شش  

  كـاوه  ؛گـردد   باشـد، تـشكيل مـي       مستوي يـا فـضايي مـي      
 [37-38].  

  

از يـك عـضو گـراف يـك           :1 ي  مرحلـه .  م اول الگوريت
  .كنيم با طول مينيمم و وزن ماكزيمم ايجاد مياي  چرخه
 اول را براي تمامي اعـضاي گـراف         ي   مرحله  :2 ي  مرحله
نظـر    يعني از تمامي اعضاي گـراف مـورد        ؛دهيم  مي انجام
، چرخه اندازيم كه در حين مينيمم بودن طول        مي اي  چرخه

  . داشته باشدماكزيمم وزن را نيز
ــضو (         ــاي عـ ــاكزيمم SRTاز دو انتهـ ــا وزن مـ  بـ

كـه دو    كنيم و به محـض ايـن        زمان توليد مي    هم صورت  به
SRT        بـا يـك     ،كننـد    با ماكزيمم وزن همديگر را قطع مـي 
 .گـرديم   به دو انتهاي عضو مورد نظـر برمـي         (Path)مسير  

 چرخـه   تـشكيل  ،دو مـسيرايجاد شـده     عضو مورد نظـر و    
 بـا طـول     چرخـه   يـك  ، بدين صـورت   ؛دهند را مي مينيمم  

  ).كنيم  ميمينيمم و وزن ماكزيمم توليد
  :  زير استصورت به ماگزيمم SRTطرز تشكيل 

 تلاقي دارند را در نظر بگيريـد    0 تمام اعضايي كه با      )الف
  . را براي انتهاي ديگرشان اختصاص دهيد1و عدد 

 1د  هاي مشخص شده بـا عـد        يي كه با گره    تمام اعضا  )ب
را به طور صعودي بر حسب      ها     آن تلاقي دارند را بيابيد و    

  .وزنشان مرتب كنيد
 بالا انتخـاب    ي   اعضاء درختي را از اعضاء مرتب شده       )ج

  . را براي انتهاي ديگرشان اختصاص دهيد2كنيد و عدد 

 SRT دهيم كـه دو    ميرا تا زماني ادامه) ج( ي مرحله
  .همديگر را قطع كنند

 را به اتمام رسانديم و      2 ي  كه مرحله   از اين  بعد  :3مرحله  
 بـا طـول مينـيمم و وزن         چرخهاز تمام اعضاء گراف يك      

  را بــه دســتچرخــه مــاكزيمم توليــد كــرديم، وزن هــر
 مجمـوع وزن    صـورت   بـه  چرخـه وزن يـك    . (آوريـم  مي

  ).آيد  مياعضاي آن به دست
 صـورت   بـه بـه دسـت آمـده را        هـاي     چرخه  :4 ي  مرحله

در  .كنيم   مي (order) يك مجموعه مرتب  صعودي وزن در    
  .كنيم  مي(sort) آمده را دست بههاي  چرخهواقع 

 ـ از الگـوريتم گر :5 ي مرحلـه   (Greedy Algorithm)دي ي
مورد نيـاز را تـا وقتـي كـه          هاي    چرخهو   كنيم  مي استفاده
b1(S) كنـيم    انتخاب مـي   ، مستقل به دست آيد    ي  چرخه تا .

 بـا مـاگزيمم وزن از       چرخه دي ابتدا يك  ياز الگوريتم گر  (
ــب  ــه مرت ــده(order)مجموع ــهي  ش  انتخــاب 4 ي  مرحل

 بعـدي بـا وزن مـاگزيمم از         ي  چرخـه كنـيم و سـپس        مي
كنـيم كـه مـستقل از         مانـده انتخـاب مـي       بـاقي  ي  مجموعه
 پـنجم را    ي  مرحلـه   اولي است و   ي  دست آمده   به ي  چرخه

 ادامــه ، تــشكيل شــودي چرخــه تــا b1(S)تــا زمــاني كــه 
 بـا شـرايط     چرخـه  ي   يـك پايـه    ،بـدين ترتيـب   . يمده مي

  .)گردد ني نزديك به بهينه تشكيل ميموزو
  

 مـورد   ي   مدل گرافـي سـازه      :1 ي  مرحله  .الگوريتم دوم 
 ،سپس از يك عـضو گـراف مـورد نظـر           ،نظر راپيدا كرده  

  .كنيم  ميبا وزن ماگزيمم وطول مينيمم توليداي  چرخه
تمامي اعـضاي گـراف      اول را براي     ي   مرحله  :2 ي  مرحله
 ، يعني از تمام اعـضاي گـراف مـورد نظـر           ؛دهيم  مي انجام
، چرخهاندازيم كه در عين مينيمم بودن طول          مي اي  چرخه

 ي  البته منظور ما از جمله    . ماگزيمم وزن را نيز داشته باشد     
 و ماگزيمم   چرخهبالا اين است كه بين مينيمم شدن طول         

يرا نمي شود هـم      ز ؛ سازشي ايجاد كنيم   چرخه بودن وزن 
 . را ماگزيمم كـرد    چرخه را مينيمم و هم وزن       چرخهطول  

 پيدا كردن الگوريتمي كه ،همان طور كه قبلا هم اشاره شد    
پرصفرترين وخوش حالت ترين ماتريس را براي ما توليد         

له بهينـه   أو ثابت شده كه ايـن يـك مـس          كند وجود ندارد  
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 بايـد بـين ايـن دوخاصـيت        سـت و  اسازي چند منظـوره     
پرصفري بـراي   اي    يعني اگر در مساله    ؛سازشي ايجاد كنيم  

هـايي اسـتفاده كنـيم كـه        ما حائز اهميت باشد از الگوريتم     
له هـم   أو برعكس ايـن مـس      كند ماتريس ما را پر صفر مي     

 بهبـود يافتـه بـا     SRTMاز دو انتهاي عضو. (صادق است
كنـيم و بـه       زمـان توليـد مـي       هـم  صورت  بهوزن ماكزيمم   

 بهبـود يافتـه بـا مـاكزيمم وزن       SRTMه دو   ك ـ محض اين 
 به دو انتهاي    (Path) با يك مسير     ،كنند  همديگر را قطع مي   

 دو مـسير   عضو مورد نظـر و    . گرديم عضو مورد نظر برمي   
 بـدين   ؛دهنـد   مينـيمم را مـي     ي  چرخه  تشكيل ،ايجاد شده 
  با طول مينيمم و وزن ماكزيمم توليـد    چرخه يك   ،صورت

   ).كنيم مي
 : زير استصورت به بهبود يافته  SRTMطرز تشكيل

 را قـرار اسـت شـروع        SRTM  كـه  جـا  گرهي از آن         
گـذاريم و سـپس       مـي  ”o“ مشخص كـرده و بـه آن         ،كنيم

 تلاقـي دارنـد مـشخص كـرده و          ”o“عضوهايي را كه بـا      
 را محاسـبه    ”o“سپس متوسط وزن عضوهاي متقـاطع بـا         

 متوسـط   تر از وزن   ي كه وزنشان كم   يسپس اعضا . كنيم  مي
هـاي    از شـاخه  ) ”o“عـضوهاي متقـاطع بـا       (عضوهاست  

 تمـام   ،در ادامـه  . كنـيم    شدن محـروم مـي     SRTMدرخت  
 را 1 تلاقي دارند در نظر بگيريد و عدد  oكه با   را  ي  ياعضا

ســپس تمــام . بــراي انتهــاي ديگرشــان اختــصاص دهيــد
 تلاقـي   1مشخص شده با عـدد      هاي    ي را كه با گره    ياعضا

را به طور صعودي بر حسب وزنـشان        ها     آن دارند بيابيد و  
 اعضاء درختي را از اعـضاي مرتـب         ،در ادامه . مرتب كنيد 

 را براي انتهاي ديگرشـان      2شده بالا انتخاب كرده و عدد       
 1كـه بـا عـدد       هـايي     سـپس بـراي گـره     . اختصاص دهيد 

مشخص شده است نيز متوسط وزن اعضاي درختـي بـالا           
نـشان از وزن    ي كـه وز   يآوريـم و اعـضا      مـي  را به دسـت   

 شـدن   SRTMمتوسط به دسـت آمـده كمتـر اسـت را از             
 و سـاير    2سپس اين عمليات را براي گره       . كنيم  حذف مي 

 ما تشكيل   SRTMكه   دهيم تا اين    مي گراف انجام هاي    گره
 .گردد

 دوم را بـراي تمـام اعـضاي گـراف           ي   مرحله :3 ي  مرحله
  با طول  چرخهدهيم و از تمام اعضاي گراف يك          مي انجام

  .مينيمم و وزن ماگزيمم توليد كرديم

وزن . (آوريـم   مـي   را به دسـت    چرخه سپس وزن هر        
  مجمـوع وزن اعـضاء آن بـه دسـت     صورت  به چرخهيك  
  ).آيد مي

 صـورت   بـه بـه دسـت آمـده را        هـاي     چرخـه  :4 ي  مرحله
  . كنيم صعودي وزن در يك مجموعه مرتب مي

 ـ از الگـوريتم گر :5 ي مرحلـه   (Greedy Algorithm)دي ي
مورد نيـاز را تـا وقتـي كـه          هاي    چرخهو   كنيم  مي استفاده
b1(S)   از . (كنيم   انتخاب مي  ، مستقل به دست آيد    چرخهتا

 بـا مـاگزيمم وزن از       چرخـه دي ابتـدا يـك      يالگوريتم گر 
ــب  ــه مرت ــده(order)مجموع ــهي  ش  انتخــاب 4 ي  مرحل

 بعـدي بـا وزن مـاگزيمم از         ي  چرخـه كنـيم و سـپس        مي
 چرخهكنيم كه مستقل از       مانده انتخاب مي    باقي ي  مجموعه

 پنجم را تـا زمـاني       ي   اولي است ومرحله   ي  به دست آمده  
بـدين  . دهـيم   ادامـه مـي    ، تشكيل شود  چرخه تا   b1(S)كه  

 با شرايط موزوني نزديك به بهينه       چرخه يك پايه    ،ترتيب
  ).گردد تشكيل مي

  

  نمونه مثال ها
ئـه شـده بـراي      اراهـاي     به منظور بررسي كارايي الگوريتم    

هاي اول ودوم ارائه شده با زبـان برنامـه نويـسي      الگوريتم
 ويژوال نوشته شده اسـت      صورت  بهبرنامه  ) JAVA(جاوا  

 مقايـسه شـده      يكديگر وخوش حالتي اين دو الگوريتم با     
 )2(شـكل    نمونـه در     عنـوان   بهشكل ويژوال برنامه     .است

  .نمايش داده شده است
ــال  ــه در شــكل 4 ي  طبقــه3يــك قــاب   :1مث ) 4( دهان

 سـه حالـت بـا اسـتفاده از دو نـوع             .ملاحظه شـده اسـت    
  :گردد خاصيت عضو مطالعه مي

A1=0.00106 m 2   I 1 =0.00000171 m 4   E=2.1× 10 7  t/m 2  

A2=0.00970 m 2    I 2 =0.00019610 m 4  E=2.1× 10 7 t/m 2  

  L=3m   يعنـي  ، طـول  ي  سازههاي    براي تمامي عضو         
  .تقرار داده شده اس

ملاحظه ) 7( دهانه در شكل     3 ي   طبقه 3يك قاب   : 2مثال  
خاصيت عـضو   سه حالت با استفاده از دو نوع  .شده است 
  :گردد مطالعه مي

A1=0.00106 m 2   I 1 =0.00000171 m 4   E=2.1× 10 7 t/m 2  

A 2 =0.00970 m 2  I 2 =0.00019610 m 4  E=2.1× 10 7 t/m 2
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   به ويژوال در آمدهي رنامهشماي ب  3 شكل

  
  

  
(a)                                                                    (b)                                                                     (c)  

  وسط الگوريتم دومانتخاب شده تهاي  چهار دهانه با انواع مختلف اعضاء و چرخه ،هاي سه طبقه  قاب 4 شكل
   

  
(d)                                                                    (e)                                                                      (f)  

  ريتم اولانتخاب شده توسط الگوهاي  چهار دهانه با انواع مختلف اعضاء و چرخه ،هاي سه طبقه   قاب5 شكل
 

   
  )4(هم الگوي ماتريس نرمي سازه براي شكل هاي   ماتريس 6 شكل
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  شرايط موزوني با الگوريتم اولاعداد  1جدول 

X(D)  PDET  PN  PL  TYPE  
46 
46 
46  

7.134199E-20 
0 
0  

6.381245E-29 
0 
0  

3.452154 
4.852145 
4.479986  

(a) 
(b) 
(c) 

  
 م دوم ه با الگوريتبهبود يافت  اعداد شرايط موزوني 2 جدول

X(D)  PDET  PN  PL  TYPE  
46 
74 
70 

7.134199E-20 
3.613358E-31 
3.737124E-30  

6.381245E-29 
2.063098 E-42 
8.307591E-41  

3.452154 
4.342158 
3.985745  

(d) 
(e) 
(f) 

  

  
  م  اولانتخاب شده توسط الگوريتهاي  و چرخه  دهانه با انواع مختلف اعضاء3 طبقه،3هاي   قاب7شكل 

  

  
  دوم  انتخاب شده توسط الگوريتمهاي   دهانه با انواع مختلف اعضاء و چرخه3، طبقه3هاي  قاب 8 شكل

  

  
  )8(هم الگوي ماتريس نرمي سازه براي شكل هاي   ماتريس 9شكل 
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   شرايط موزوني با الگوريتم اولاعداد  3جدول 

 

X(D)  PDET  PN  PL  TYPE  

33 

33 

33  

2.214527E-14 

0 

3.524312E-31  

5.7325461E-21 

0  

6.91879E-40  

3.172154 

4.632548 

4.3210656  

(a) 

(b) 

(c) 

  
  

   يافته با الگوريتم دوم اعداد شرايط موزوني بهبود 4جدول
   

X(D)  PDET  PN  PL  TYPE  

33 

45 

49 

2.214527E-14 

4.572541E-26 

1.6848295E-21  

5.7325461E-21 

3.245248E-34 

9.1922013E-30  

3.172154 

4.125478 

3.82671452  

(d) 

(e) 

(f) 

  
  

  L=3mي طـول، يعنـي        هاي سازه   براي تمامي عضو         
  .قرار داده شده است

ــال اول        ــراي مث ــههــاي  چرخــه ،ب ــده از دســت ب  آم
 دست  بههاي    چرخهو همچنين   ) 5(الگوريتم اول در شكل     

هـاي هـم     و مـاتريس  ) 4(آمده از الگوريتم دوم در شـكل        
) 6(اتريس نرمي سازه با الگوريتم دوم در شـكل          الگوي م 

نتـايج  ) 2(و  ) 1(چنين در جـداول       هم .اند  نشان داده شده  
ها به منظـور سـنجش خـوش وضـعي           حاصل از الگوريتم  

  .اند داده شدهاي  سازههاي  ماتريس
هـاي    چرخـه  ،براي مثـال دوم نيـز ماننـد مثـال اول                 

 چنـين  وهـم ) 7( آمـده از الگـوريتم اول در شـكل         دست  به
 آمده از الگـوريتم دوم ارائـه شـده در           دست  بههاي    چرخه
هاي هم الگوي ماتريس نرمـي سـازه         و ماتريس ) 8(شكل

چنين   هم .اند  نشان داده شده  ) 9(با الگوريتم دوم در شكل      
هــا بــه  نتــايج حاصــل از الگــوريتم) 4(و ) 3(در جــداول 

داده اي    سـازه هـاي     منظور سنجش خوش وضعي ماتريس    
  .اند هشد

   گيري نتيجه
انتخـاب  توان يك مدل گرافـي        مي اي  زه رشته براي هر سا  

 ي لهأ بـه يـك مـس   رااي     تحليل بهينه سـازه    ي  لهأ مس كرد و 
ــهب ــديل كــرد  هين ــاتي تب ــين . ســازي تركيب هــم الگــويي ب

كـه بـا مـدل گرافـي        هايي    ماتريس واي    سازههاي    ماترس
حليـل  اند، اساس اصلي تغيير مـسائل ت       بست شده  سازه هم 

. به مسائل بهينه سـازي توپولـوژيكي اسـت        اي    بهينه سازه 
وان بـا   ت  كه مي  ه است ارائه شده نشان داده شد    هاي    درمثال
 )شـرايط (  خـوش حـالتي    مناسـب هـاي      الگـوريتم  ي  ارائه

ديده شد  ها    در مثال . را بهبود بخشيد  اي    سازههاي    ماتريس
 باعـث بـه وجـود       ،كه خوش حالت شدن ماتريس نرمـي      

ي در ماتريس هم الگو با ماتريس نرمـي         يرصفرهاآمدن غي 
اي   اين جريمـه   وگردد    در نهايت خود ماتريس نرمي مي      و
در قبـال خـوش حالـت شـدنش         ست كه بايـد مـاتريس       ا

 خـوش حالـت كـردن       ،تـوان گفـت     مـي   بنابراين .بپردازد
 يك  ،زمان پرصفر كردن ماتريس نرمي     هم ماتريس نرمي و  

بايد سازشي بين   است و   بهينه سازي چند منظوره    ي  لهأمس
  .ايجاد شودخاصيت اين دو 



  ...ها براي بهبود  هاي نظريه گراف استفاده از روش    42
  

  1389 يك، شماره دوم،سال بيست و     مشهدنشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي 

  مراجع
1. Kaveh, A., "Optimizing the conditioning of structural flexibility matrices", Comput. Struct., 41, pp. 489-

494, (1991). 

2. Kaveh, A., And Ghaderi, I., "Conditioning of structural stiffness matrices", Comput. Struct., 63, pp. 719-

725, (1997). 

3. Shah, J.M., "Ill-conditioned stiffness matrices", J. Struct. Div., ASCE, 92, pp. 443-457(1966). 

4. Rosanoff, R.A. And Ginsburg, T.A., "Matrix error analysis for engineers", Proc. Conf., Matrix  Meths. 

Struct. Mech., AFFDL-TR-68-150, Wright Patterson Air Base, Ohio, 1968, pp. 1029-1060. 

5. Grooms, H. R. And Rowe, J., "Substructuring and conditioning", J. Struct. Div., ASCE, 103, pp. 507-

514(1977). 

6. Filho, F. V., "Orthognalization of internal force and strain systems", Proc. Conf. Matrix. Struct.  Mech., 

AFFDL-TR-68-150, Wright Patterson Air Base, Ohio, pp. 385-391, (1968). 

7. Robinson, J. And Haggenmacher, G. W., "Some new development in matrix force analysis", In  Recent 

Advances in Matrix Methods of Structural Analysis and Design, Univer. Alabama, pp.183-228, (1971). 

8. Henderson, J. C., de C."Topological aspects of structural analysis", Aircr.Engng., 32, pp. 137-141, 

(1960). 

9. Maunder, E. W .A., "Topological and linear analysis of skeletal structures" , Ph.D. thesis , Lond. Univer. 

, IC, (1971). 

10. Kaveh, A., "Application of topology and matroid theory to the analysis of acructures", Ph.D. thesis, 

Lond. Univer., IC, March (1974). 

11. Kaveh, A.," Improved sysle bases for the fiexibility analisys of structures", Comput.  Meths appl .Mech. 

Engng, 9, pp. 267-272(1976). 

12. Denke, P. H., "A general digitall computer analysis of statically indeterminte structures", NASA-TD-D-

1666, (1962). 

13. Robinson, J., " Integrated Theory of Finite Element Methods", John Wiley, NewYork, (1973). 

14. Topcu, A., "A contribution to the systematic analysis of  finite  element structures using the force 

method"  (in German), Doctoral dissert., Essen Univer., (1979). 

15. Kaneko, I., Lawo, M. and Thieriuf, G., "On  computational procedures  for the  force methods",  Int. 

Numer. Meth. Engng., 18, pp. 1469-1495(1982). 

16. Gilbert, J.R., and Heath, M. T., "Computing a sparse basis for the nullspace", SIAM J.  Alg.  Disc. Meth., 

8, pp. 446-459(1987). 



  43    مصطفي خانزادي -فرزاد شفيعي ديزجي
  

 مشهد مهندسي عمران دانشگاه فردوسي نشريه    1389 يك، شماره دوم،سال بيست و 

17. Pothen, A.,"Sparse null basis computation in structural optimization", Numerische Mathematik, 55, pp. 

501-519(1989). 

18. Colman, T. F., and Pothen, A., "The null space problem I";  Complexity, SIAM J. Alg. Disc. Meth. , 7, 

pp. 527-537(1986) . 

19. Colman, T. F., and  Pothen, A., "The null space problem II";  Complexity, SIAM J. ALg. Disc. Meth., 8, 

pp. 544-561(1987). 

20. Patnaik, S. N., "Integrated force method versus the standard force method", Comput. Struct., 22, pp. 151-

164(1986). 

21. Patnaik, S. N., "The variational formulation of the integrated force method", AIAA J. 24, pp. 129-

137(1986). 

22. Patnaik, S. N., and Yadgiri, S., "Frequency analysis of structures by integrated force method", J. Sound. 

Vib., 83, pp. 93-109(1982). 

23. Hubicka, E. And Syslo, M., "Minimal bases of cycles of e graph", Recent Advances in   Graph  Theory. 

Academic Press, pp. 283-293(1975). 

24. Cassell, A. C.,Henderson, J.C., de C. and Kaveh, A., "Cycle bases for the flexibility Analysis of 

structures",  Int. J. Numer. Meth. Engng., 8, pp. 521-528(1974). 

25. Kaveh, A., "An efficient program for generating subminimal cycle bases for the flexibility analysis of 

structures". Commun. Appl. Numer. Meth. 2, pp. 339-344(1986). 

26. Kaveh, A., "Subminimal cycle bases for the force method of structural analysis". Commun. Appl. 

Numer. Meth. 3, pp. 277-280(1987). 

27. Kaveh, A., "Ordering for bandwidth reduction". Comput. Struct. 24, pp. 413-420(1986). 

28. Kaveh, A., "A connectivity coordinate system for nodal and element ordering". Comput. Struct., in 

press(1991). 

29. Kaveh, A.," Suboptimal cycle bases of graphs for the  flexibility analysis of Skeletal  structures", 

Comput. Meths Appl. Mech. Engng., 71, pp. 259-271(1988). 

30. Kaveh, A., "On optimal cycle bases of graphs for mesh analysis of networks". Int. J. Networks  19, pp. 

273-279(1989). 

31. Kaveh, A., "On minimal and optimal cycle bases of graphs for sparse flexibility matrices". ZAMM 69,  

pp. 212- 214(1989). 

32. Stepanec, G. F., "Basis systems of vector cycles with extermal properties in graphs", Uspekhi. Math. 

Nauk., 19, pp. 171-175(in Russian) (1964). 

33. Zykov, A. A., "Teory of Finite Graphs" , Nuaka  Novosibirsk, ( in Russian) (1969). 



  ...ها براي بهبود  هاي نظريه گراف استفاده از روش    44
  

  1389 يك، شماره دوم،سال بيست و     مشهدنشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي 

34. Kaveh, A., "A combinatorial optimization problem;Optimal generalized cycle bases", Comput. Meths 

Appl. Mech. Enqnq., 20, pp. 39-52(1979). 

35. Kolasinska, E.," On a minimun cycle basis of a graph", Zastos. Math.,16 (1980)631-639. 

36. Horton, J. D., "A polynomial  time algorithm  to find the shortest cycle basis of a graph", SIAM J. 

Compur., 16, pp. 358-366(1987). 

37. Kaveh, A., "Optimal Structural Analysis (2nd edn)". Wiley (RSP): Somerset, U.K., (2006). 

38. Kaveh, A., Structural  Mechanics: "Graph and Matrix methods", RSP, London , (1992). 

 


