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 بندیفرمولاستفاده از با  با هندسه و شرایط مرزی دلخواه های چندلایهآنالیز الاستیک ورق

 گونتئوری لایهترکیبی 
 

 (4)زادهبابک شکرالهی     (9) آرش انصاری      (2) یاسر محمدی   (8)محمد طاهر کمالی
 

ای با هندسههه و شههرایز مرزی دل واه های کامپوزیت لایهگون جهت ورقبندی ترکیبی لایهبا فرمول یبعدسهههدر این مقاله یک حل  چکیده

ست   ارائه صفحه    جایی و تنشههای جابدر این مطالعه میدان .شده ا ضرایب مجهول     صورت بهخارج از  سری توابع با   در نظرمجموع یک 
شههوند. معادلات تعادل و های دقیقا ارضهها میلایه در مرزای های بین لایهها و تنشجاییجابهشههوند. شههرایز مرزی و تیوسههت ی   گرفته می

دارای  جاییجابه بندیبندی ترکیبی نسبت به فرمول دهند که فرمولشوند. نتایج نشان می  سازگاری، با استفاده از اصل تغییرات ریزنر اعمال می   
 کند.می ارائهای را با دقت بهتری های بین لایهو تنش ستا یترعیسرهم رایی 
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Elastic Analysis of Multi-Layer Plates with Arbitrary Geometry and Boundary Conditions 

Using Layerwise Mixed Formulation 
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Abstract  In this paper, a three-dimensional solution with mixed layerwise formulation is presented for 

multi-layer composite plates with arbitrary geometry and boundary conditions.  In this study, the 

displacement field the out-of plane stresses are considered as a sum of a series of functions with unknown 

coefficients. The boundary conditions and the continuity of the displacement field and the traction stresses 

between the layers are exactly satisfied. Equilibrium and compatibility equations are also applied using 

the Reissner's variational principle. The results show that the mixed formulation has faster convergence 

than displacement based formulation, and provides more accurate values of interlaminar stresses. 
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 مقدمه
ی ن رد دارای برخرفتار ناهمسا خاطربهمصالح کامپوزیت 

 طورهب .هستندد همسان رد انسبت به مو های ممتازویژگی
ای دارای س تی و مقاومت نمونه مواد کامپوزیت لایه

 ۀزیادی در راستای الیاف هستند. با ترکیب چندین لای
توان یک ورق کامپوزیتی با خواص مورد کامپوزیتی می

، ، وزن کممقاومت و س تی بالاآورد.  ه دستبنظر را 
مقاومت در برابر حرارت، رطوبت و خوردگی مواد 

ر توان دها را نمیاین ویژگی همۀ کهیطوربهکامپوزیتی، 
 ،است که این مصالحهم ن تیدا کرد، باعث شده  ۀیک ماد

کاربردهای فراوانی در مهندسی عمران و صنایع هوافضا 
به افزایش روزافزون کاربرد مصالح  ا توجهب تیدا کنند.

جهت بررسی رفتار  تردقیق هایروش ارائۀکامپوزیت، 
 استفاده بهینه از آنها ضروری است. منظوربهها این سازه
های چندلایه های م تلف تحلیل ورقتنوع تئوری 

 حوۀکه به نفرضیاتی است  به خاطر عمدتاًکامپوزیتی 
ها راستای ض امت ورقهای مجهول در تغییرات کمیت
های متداول بررسی برخی تئوری شود.مربوط می

های و کتاب [4-1]لایه در مقالات مروری های چندورق
ر مبتنی ب هایروشبا استفاده از  معمولاً آمده است. [5,6]

-برای تئوری مسئلهحساب تغییرات، معادلات حاکم بر 

-لفرمومبتنی بر  هایروش آید.می به دستهای م تلف 
قانون تغییر شکل مجازی و  بر اساس جاییجابهبندی 
بندی ترکیبی بر اساس قانون مبتنی بر فرمول هایروش

تئوری  .باشندیم [7,8]و واشیزو  ریزنر-تغییراتی هلین ر
های نازک دارای دقت برای ورق( CPT) هاورقکلاسیک 

، دقت خود را از ض یمهای مناسبی است و برای ورق
 یهاورقاز ن ستین کارهای مربوط به  دهددست می

ده با استفا [9,10]توان به کارهای مراجع کامپوزیت، می
اشاره ( FSDTاول ) از تئوری تغییر شکل برشی مرتبۀ

و زی زاگ  [11]گون های لایهدر این راستا تئوری نمود.
مبتنی بر الاستیسیته  هایروشو  [12,13]بالا  مرتبۀ
 به وجودض یم  یهاورقای تحلیل بر [16-14] یبعدسه
 .اندآمده

سبه  ای، های کامپوزیت چندلایهدر تحلیل ورق  محا
های خارج از   ای )تنشهای بین لایه  شنت تردقیقهرچه  
های تدیده زیرا که ،اسههت( دارای اهمیت زیادی صههفحه

به  ها  ها بر اثر این تنش لغزش و جداشهههدگی بین لایه   
ای در مرز مشههترک بین بین لایه یهاتنش آید.می وجود
سته می لایه شند. در  ها تیو ی بر تغییراتی مبتن هایروشبا

ای ههای بین لای، تیوسهههت ی تنشجاییجابهبندی فرمول
ضا نمی  طوربه شود و با توجه به اهمیت برآورد  دقیق ار

  تغییراتی های روشای، های بین لایه  تنش تردقیقهرچه  
بر فرمول         ا بهه هههایروشنظیر     رکیبی   ت بنههدی  مبتنی 

. اند مده آ به وجود گون بندی ترکیبی و تئوری لایه  فرمول
یل ورق  فاده از   های لایه  در خصهههوص تحل با اسهههت ای 

ارهای توان به کگون میبندی ترکیبی و تئوری لایهفرمول
هندسهههه  غالباًدر این مطالعات،  اشهههاره نمود. [17-24]

بررسههی شههده اسههت و از روش اجزای  مسههتطیلی ورق
 استفاده شده است.محدود 
 ایبه بررسی کامپوزیت لایه در تحقیق حاضر 

الاستیک با هندسه و شرایز مرزی دل واه با استفاده از 
 ود.شگون ترداخته میبندی ترکیبی و تئوری لایهفرمول

شده، علاوه بر تیوست ی میدان  ارائهبندی در فرمول
در مرز مشترک بین  ایهای بین لایهنشو ت جاییجابه
ق دقی طوربه، شرایز مرزی طبیعی و هندسی نیز هالایه

با  ر این مقاله، روند هم رایی روشد د.دنگرارضا می
بر  بندی مبتنیبندی ترکیبی با روش با فرمولفرمول
ه نسبت طول ب مقایسه شده است. همچنین اثر جاییجابه

) ورق ض امت
𝑎

ℎ
 ای درهای بین لایهتغییرات تنشبر  (

 .امتداد ض امت بررسی شده است
 

 گونروش لایه یبندفرمولو  مسئلهبیان 
کامپوزیت با هندسه دل واه  یک ورق(، 8مطابق شکل )
Ω𝑖لایه Mمتشکل از  , 𝑖 = 1,2, … , M را در نظر ب یرید  . 

شود که ت اه م تصات کارتزین طوری انت اب می
ها قرار گیرد. توابع ض امت لایه در راستای 𝑧م تصات 
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,u جاییجابه v , w  به ترتیب در جهاتx, y , z در لایۀ k 
 :شودمیزیر بیان  صورتبهگون ام بر اساس تئوری لایه

αبرای  = u, v, w: 
 

(8)            α(k) = ∑ φn−(α)
(k)

(x, y)ψn−(α)
(k)

(z)
Nα
n=0 

 

φn−(α)
(k) (x, y) = Bα(x, y) ∑ ∑ dr

(α)−γ
xmyl

pα−m

l=0

pα

m=0

 

(2) 

(9                       )  ψn−(α)
(k) (z) = ∏

(z−zi
(k)

)

(zi
(k)

−zi
(k)

)

Nα
i=0
i≠n

      

 

r =
(2pα − m + 3)m

2
+ l + 1, γ = 

 

        (k − 1)Nα + n + 1 
(4) 
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تلان ورق )الف :لایه با هندسه دل واه Mورق کامپوزیت  8 شکل

 نمای ورق ب(

 

,Bα(xدر روابز فوق،  y) ارضهههای شهههرایز   برای
 مرتبۀ pαمرزی اسهههاسهههی هم ن لحاا شهههده اسهههت،

له    ندجم حه  چ له     xy،Nαای در صهههف ندجم به چ ای مرت
𝑧، drلاگرانژ در راستای  

(α)−γ  ،ضریب مجهول r  وγ  نیز
,Bα(x تابع مرز  باشههند.شههمارنده می y) زیر  صههورتبه

 :[14] شودمیتعریف 

(5           )       Bα(x, y) = ∏ [Γj
(α)

(x, y)]
ηj

(α)

nb
j=1 

Γjتعداد مرزها،   nbکه در آن   
(α)(x, y) = معادله    0

ηjام و  j مرز
(α) شودمیزیر تعریف  صورتبه. 

 

              ηj
(α)

= {
0   if  α ≠ 0  on  jth boudary
1    if  α = 0  on  jth boudary

 

(9) 
در لایه  های خارج از صهفحه به طریق مشهابه تنش  

k شوندزیر بیان می صورتبهنیز  ام 
αبرای  = σxz, σyz, σzz: 

 

(3 )              α(k) = ∑ φn−(α)
(k)

(x, y)ψn−(α)
(k)

(z)
Nα
n=0 

 

(1)         φn−(α)
(k) (x, y) = ∑ ∑ dr

(α)−γ
xmylpα−m

l=0
pα
m=0 

 

(3)                                ψn−(α)
(k) (z) = ∏

(z−zi
(k)

)

(zi
(k)

−zi
(k)

)

Nα
i=0
i≠n

 

 

r =
(2pα − m + 3)m

2
+ l + 1, γ = 

 

       (k − 1)Nα + n 

(81) 
φ0−(α)(، 1) در رابطۀ  

(1) (x, y)  وφNα−(α)
(M) (x, y)  بر

اسههاس شههرایز مرزی طبیعی در وجوه تایینی و بالایی  
 شهههودمیباعث    دقیق تعیین خواهند شهههد  طوربه ورق 

 شرایز مرزی طبیعی به دقیق ارضا شود.
 

 روابط ساختاری
فه    صهههورتبه تانسهههورهای تنش و کرنش را    یها مؤل
,εnتنش و کرنش خارج صههفحه، یهامؤلفه σn  و داخل

,εpصفحه، σp کنیم:زیر تفکیک می صورتبه 
 

σn = {

σzz

σxz

σyz

} , σp = {

σxx

σyy

σxy

} , εn = {

εzz

γxz

γyz

} , εp 

 

    = {

εxx

εyy

γxy

} 

(88) 
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نش ت هایمؤلفهبین  رابطۀبا استفاده از قانون هوک،  

شته  و کرنش صفح را برای یک لایه کامپوزیت ر ه ای در 

𝑥𝑦 [25] زیر نوشت صورتبهتوان می: 
 

(82                      )            σn = Cnnεn + Cnpεp 
(89                      )            σp = Cpnεn + Cppεp 
 

                      Cnn = [

C33 0 0
0 C55 C45

0 C45 C44

] , Cpn = 

 

         [
C13 0 0
C23 0 0
C36 0 0

] , Cnp = Cpn
T , Cpp = 

 

         [
C11 C12 C16

C12 C22 C26

C16 C26 C66

] 

(84) 
  روابز، ضرایب الاستیک ماده هستند.    Cijکه در آن  

 ی کرد:زیر بازنویس صورتبهتوان ( را می89( و )82)
 

(85                      )      σpH = C̅ppεpG + C̅pnσnM 
(89                      )      εnH = C̅npεpG + C̅nnσnM 

 

 :که در آن
 

                 C̅pp = Cpp − Cpn(Cnn)−1Cnp, C̅pn = 
          Cpn(Cnn)−1, C̅np = −(Cnn)−1Cnp, C̅nn0 = 
          (Cnn)−1 

(83) 

تنش خارج از صفحه  ،σnM(84( و )89در روابز ) 

ای کرنش درون صفحه εpG( و5) رابطۀاز  آمدهدستبه

 طۀرابو  جاییجابه -از روابز هندسی کرنش آمدهدستبه

از  آمدهدستبهر بیان ر مقادی H و زیرنویس است( 8)

 .استهوک  رابطۀ

سی روابز )   شان داد ( می81( تا )8با برر  که توان ن

ست ی میدان   صفحه های نشو ت جاییجابهتیو  خارج از 

بنابراین برای کامل شدن  ؛ ها برقرار است در مرز بین لایه

سئله حل  سازگاری را    م شرایز  ، باید معادلات تعادل و 

نیز ارضا کرد. ارضای معادلات تعادل و شرایز سازگاری 

 صههورتبه [27-25] با اسههتفاده از قانون تغییراتی ریزنر

 تذیر است:زیر امکان
 

 ∑ ∭ [δεpG
T σpH + δεnG

T σnM + δσnM
T (εnG −

Ωk

M
k=1

εnH)] dΩk − δWe = 0 

(81) 

یان ر تغییرات و δعمل ر  که در آن   کار  We، ب  ،

سز نیروهای خارجی     شده تو ست انجام  ( 81) رابطۀ. ا

ضرایب       سب  ست اه معادلات خطی بر ح منجر به یک د

 خواهد شد. dمجهول، 

 

o

o

o

h
a

y

ax

z

k=1
k=2

k=M

 
 

 مربعیلایه ورق کامپوزیت چند 2شکل 

 

 و بحث نتایج
 مطابق شده، ارائهسنجی و کارایی روش صحت منظوربه

∘0لایهسه  تکامپوزی مربعی هایورق(، 2شکل ) ∕ 90∘ ∕

∘0ای و چهار لایه ∘0 ∕ 90∘ ∕ 90∘ ∕ را در نظر  ∘0

م تصات در یکی از  مبدأ(، 2) شکلمطابق  ب یرید.

در راستای ض امت و  𝑧های ورق، محور گوشه

,xمحورهای  y خامت  های ورق قرار دارند. در امتداد لبه

. شودمیفرض  hها یکسان و ض امت کل ورق برابر لایه

ای موجود تحت بارگذاری عرضی سینوسی لایه هایورق

 :قرار داردزیر  صورتبهوجه بالایی آنها بر روی 
 

(83                             )tz = q0 sin (
πx

a
) sin (

πy

a
) 
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,σ̅xz(aبعد شدهتغییرات تنش برشی بی 9شکل  a/2, z)  0ایبرای کامپوزیت سه لایهدر راستای ض امت∘ ∕ 90∘ ∕ 0∘ 

 

 
 

,σ̅yz(a/2بعد شدهتغییرات تنش برشی بی 4شکل  a, z) 0ایدر راستای ض امت برای کامپوزیت سه لایه∘ ∕ 90∘ ∕ 0∘ 

 

 
 

,�̅�𝑥𝑥(𝑎/2بعد شدهتغییرات تنش عمودی بی 5شکل  𝑎/2, 𝑧) 90∘0 ایدر راستای ض امت برای کامپوزیت سه لایه∘ ∕ 0∘ 
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با       رض اینکه جهت   فخواص الاسهههتیک هر لایه، 
 است:زیر  صورتبهباشد،  8ها در جهت محور رشته

E1 = 25E2, E2 = E3,  G12 =  G13 = 
        0.5 E2,  G23 = 0.2 E2,  ν12 =  ν13 =  ν23 =

         0.25 
(21) 

با توجه به بارگذاری داده شده، شرایز مرزی طبیعی  
 :استر زی صورتبه

 

(28        )      σzz = σxz = σyz = 0,   on  z = 0,  
 

          σzz = q0 sin (
πx

a
) sin (

πy

a
),   σxz = σyz = 

 

            0,   on  z = h, 
(22) 

نابراین برای ارضههههای شهههرایز مرزی طبیعی،     ب
φ0−(α)توابع

(1) (x, y) وφNα−(α)
(M) (x, y)  زیر   صهههورتبه را

 کنیم:انت اب می
(29      )          φ0−(α)

(1)
= 0, α = σzz,  σxz, σyz  

 

φNα−(σzz)
(M)

= q0 sin (
πx

a
) sin (

πy

a
) , φNα−(α)

(M)
= 

                     0, α =  σxz, σyz 

(24) 

ی گاه مفصل مرزی اساسی برای حالات تکیه  شرایز   

 :استزیر  صورتبهو گیردار 

 ها مفصلی:گاهتمام تکیه
 

 u = 0  on  y = 0, a, v = 0  on  x =        
       0, a, w = 0  on  x = 0, a , y = 0, a 

(25) 
 ها گیردار:گاهتمام تکیه

 

(29)     u = v = w = 0  on   x = 0, a , y = 0, a 
 

اساسی، توابع مرز برای   برای ارضای شرایز مرزی    
صورت گاه مفصلی و گیردار  های تکیهحالت یر ز یهابه 
 شوند:گرفته می در نظر

 ها مفصلی:گاهتمام تکیه

 Bu(x, y) = y(y − a), Bv(x, y) = 
                        x(x − a), Bw(x, y) = 
                        x(x − a)y(y − a)  

(23) 
 ها گیردار:گاهتمام تکیه

 

Bu(x, y) = Bv(x, y) = Bw(x, y) = 
                       x(x − a)y(y − a)  

(21) 
  :اندبعد شدهبیزیر  صورتبهها مقادیر تنش

 
σ̅xz (a,

a

2
, z) 

σxz (a,
a

2
, z)

h

q0a
, σ̅yz (

a

2
, a, z) = 

σyz (
a

2
, a, z)

h

q0a
, σ̅xx (

a

2
,
a

2
, z) = 

σxx(a/2, a/2, z)
h2

q0a2
 

(23) 
امههه هههال در کهههلهههیهههۀ     pαهههه = 9, α =

u, v, w, σzz, σxz, σyz، باشندها مفصلی میگاهو تکیه. 
برای ورق کامپوزیت سه  (5( تا )9) هایدر شکل 

∘0ای متعامد یهلا ∕ 90∘ ∕ برشی  یهاتنشتغییرات  ، ∘0
,σ̅xz(aنرمال شده خارج از صفحه،  a/2, z)  و

σ̅yz(a/2, a, z)، نرمال شده درون صفحه،  یو تنش عمود
σ̅xx(a/2, a/2, z)، در راستای ض امت ورق رسم شده-

-فرمولهم رایی نتایج  ( روند5( تا )9) هایدر شکل .اند

 بر اساس جاییجابهمبتنی بر  بندیبندی ترکیبی و فرمول
Nα = N, α = u, v, w, σzz, σxz, σyz   با هم مقایسه

عدی باند و با مقادیر حل دقیق مبتنی بر الاستیسیته سهشده
دهند که در ها نشان میاین شکل اند.مقایسه شده [28]
Nحالت = بندی ترکیبی نسبت به نتایج فرمول،  4
ا ، دارای انطباق بهتری بجاییجابهی مبتنی بر بندفرمول

Nدر حالت  باشند.می نتایج حل دقیق = -در فرمول ،4

 σ̅xzای یهلابرشی بین یهاتنش، جاییجابهبندی مبتنی بر 
𝑧،هادر مرز بین لایه σ̅yzو 

ℎ
=

1

3
,

2

3
ناتیوسته است که با ، 



 48 زادهشکرالهیبابک  -آرش انصاری -یاسر محمدی -محمد طاهر کمالی

 

 

8931سال سی و دوم، شمارۀ دو،      نشریۀ مهندسی عمران فردوسی  

 بندیفرمول کهیدرحالخوانی ندارد، نتایج حل دقیق هم
ایج دقیق ارضا شده است و نت طوربهترکیبی تیوست ی 

ا بدارای انطباق خیلی خوبی با نتایج حل دقیق است.  
N(، در حالت 5توجه به شکل ) = بندی ،  در فرمول4

، �̅�𝑥𝑥، مقدار حداک ر تنش عمودی جاییجابهمبتنی بر 
( تا 9های ). در شکلدشوکمتر از مقدار واقعی برآورد می

Nت در حال جاییجابهبندی مبتنی بر نتایج فرمول (،5) =

   هم را شده است. نتایج حل دقیقهبود یافته و به ب، 8
 

 
 

 

,σ̅xz(a بعد شدهبر تغییرات تنش برشی بی 𝑎/ℎاثر  9شکل  a/2, z) 

∘0 ای در راستای ض امت برای کامپوزیت چهار لایه ∕ 90∘ ∕

90∘ ∕ 0∘ 

 

 
 

 

,σ̅yz(a/2 بعد شدهبر تغییرات تنش برشی بی 𝑎/ℎاثر  3شکل  a, z) 
∘0 ای در راستای ض امت برای کامپوزیت چهار لایه ∕ 90∘ ∕

90∘ ∕ 0∘ 
 

 
 

 

,σ̅xx(a/2بعد شده بر تغییرات تنش عمودی بی 𝑎/ℎاثر  1شکل  a/

2, z) 0 ای در راستای ض امت برای کامپوزیت چهار لایه∘ ∕ 90∘ ∕

90∘ ∕ 0∘ 

 
زیت ورق کامپوسنجی بیشتر، برای   صحت  منظوربه 

∘0ای متعامد چهار لایه ∕ 90∘ ∕ 90∘ ∕  هایدر شکل ، ∘0
تا ) 9) مت،      1(  به ضههه ا ، بر توزیع a/h(، اثر طول 

هههای بههرشههههی نههرمههال شههههده خههارج از   تههنههش
فحههه،   ,σ̅xz(aصههه a/2, z)   وσ̅yz(a/2, a, z)،    نش ت و 

,σ̅xx(a/2عمودی نرمال شده درون صفحه،    a/2, z) در ،
شده        سی  ض امت ورق برر ستای  حل اند و با نتایج را

(، 1( تا )9) هایشههکلاند.  با توجه دقیق مقایسههه شههده
تایج فرمول  ندی ترکیبی دارای  ن باق ب با  خیلی خوب انط ی 

 باشند.می [28]نتایج حل دقیق 
 

 گیرینتیجه
ندی ببا فرمول یبعدسه تحلیلییمهندر این مقاله یک حل 
-یهکامپوزیت لا یهاورقون جهت گترکیبی و تئوری لایه

در  شده است. ارائهای با هندسه و شرایز مرزی دل واه 
 مؤلفۀ و سه جاییجابهمیدان  مؤلفۀسه این مطالعه 

یک سری توابع مجموع  صورتبهخارج از صفحه   تنش
 شوند. این توابعبا ضرایب مجهول در نظر گرفته می

 اساسی هم ن وشرایز مرزی  که اندشدهطوری انت اب 
تیوست ی غیر هم ن و همچنین  شرایز مرزی طبیعی

ی هالایه بین در مرزای بین لایههای ها و تنشجاییجابه
معادلات تعادل و شود. میدقیق ارضا  طوربه مجاور
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ا دقت ببا استفاده از اصل تغییرات ریزنر سازگاری نیز 
-دهند که فرمولشود. نتایج نشان میمناسب اعمال می

 جاییابهجبندی مبتنی بر بندی ترکیبی نسبت به فرمول
ی ابین لایه یهاتنشو  است ترییعسردارای هم رایی 

 خارج از صفحه  هایتنش کند.می ارائهبهتری  را با دقت
روش دارای انطباق خیلی  نبر اساس ای آمدهدستبه

. استخوبی با نتایج حل دقیق 
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