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به  باتوجهروش  ین. در ااشدبمیترک  یمسائل دارا سازیمدل برای مؤثر ياربس هایيکاز تکن یکی یافتهبسطمحدود  یاجزا روش چکیده

 اشدبیمن نيازی و شودنمیمدل  ییک ماهيت هندس صورتبهدیگر ترک  ،جاییجابهميدان  يوستگیناپ کردنمدل یبرا سازیغنیاستفاده از توابع 

 یحل عدد یخطا يزانم بررویروش عدم کنترل  یندر ا یمشکل اساس یترک را دنبال کند. ول يرمحدود در هر مرحله مس اجزای شبکۀکه 

محدود  اجزای شبکۀاز حد قابل قبول است،  يشحل ب یکه خطا یدر موارد تطابقی، شبکۀمجدد  يدروش تول کمکبهمنظور  ین. به ااشدبمی
قل از دنبال مست کاملا  شبکه مجدد توليد این. یافت دست مطلوب دقت به بتوان تا ودشمیحل  جدید شبکۀبا  مسئله و شودمی يدتول مجددا 

 که ودشیمباعث  ذکرشده الگوریتم. شود حل یکسان شبکۀ یکبا  مسئلهممکن است در چند مرحله از رشد ترک،  و باشدمیترک  يرکردن مس

 رشد مسير عيينت در کليدی نقش که تنش شدت ضریب پارامتر. بماند باقی مطلوبی حد در نيز حل دقت ترک، مسير کردن دنبال مشکلات بدون
 .استشدهپارامتر مشاهده  ینا عددی محاسبۀدر دقت  یو بهبود قابل توجه استهشد محاسبه ترکيبی روش کمک با دارد، ترک

 اصلاح مش. ،سازیغنیتوابع  ،تطابقی محدود اجزای ،مسائل ترک يزآنال ،یافتهبسطمحدود  اجزای  كلیدی هایواژه

 

Improving the Extended Finite Element Method in the Crack Problems  
via the Remeshing Process  

 

K. Modabber                         H. Moslemi 

 
Abstract Challenging and complex nature of the numerical analysis of crack problems have attracted 

the interest of many researchers in past decades and several techniques have been proposed for these 

problems. One of these techniques is the extended finite element method in which the crack tip field 

modeling is improved by enrichment of shape functions and the crack can intersect the elements. On 

the other hand, we have adaptive finite element method which aims to improve the accuracy of 

displacement and stress fields near the crack tip by remeshing process. Researchers have  reported the 

drawbacks of each of these two techniques. In this paper the drawbacks of the previous techniques are 

covered with proper combination of these two techniques. By this combination the crack can pass 

through the elements and there is no need for crack tracking by mesh. In addition the estimated error is 

limited to desirable bands and stress intensity factor can be computed numerically with acceptable 

accuracy. 
 

Keywords Extended Finite Element Method; Crack Problems; Adaptive Finite Element Method; 

Enrichment functions, Remeshing. 
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 مقدمه

دليل وجود ناپيوستگی در ميدان حل مسائل ترک به
یی و تکين بودن ميدان تنش در نوک ترک همواره جاجابه

ی مختلف مهندسی هاهبرانگيز در رشتچالشجزو مسائل 

ی عددی، هاشدر استفاده از رو خصوصبه. استهبود
 ئلهمسخوبی جواب بهیی که در مسائل بدون ترک هاشرو

های واگرا جوابکنند، در مسائل دارای ترک میرا مدل 

ن دهند. بنابرایمیرا  مسئلهتحليلی  دور از جواب و کاملا 
ی عددی در تحليل مسائل ترک هاشبرای بهبود رو

مختلف پيشنهاد ن امحققهای مختلفی توسط تکنيک

ها روش اجزای محدود تکنيک. یکی از این استهگشت
ل اصلی این روش برمبنای اص ۀباشد که ایدمییافته بسط

لنک ا و مکه توسط بابوشک است بندی جزء واحدتقسيم
 .[1]ارائه گردید

موازات این روش، تکنيک اجزای محدود به 
سازی دقيق برای مدل یا همان روش اصلاح مش  تطابقی

. این تاسهرفتار مسائل دارای ترک مورداستفاده قرار گرفت
 خطاهای ایجاد ،اصلاح شبکه ۀارائروش نيز سعی دارد با 

اهش باشند کمیبندی شبکه ۀثير نحوأتکه تحت را شده 

 دهد.
های تکنيکیکی از  یافتهبسطروش اجزای محدود  

زیتی ترین ماشد. مهمبمیآناليز مسائل ترک  ۀموفق درزمين

که این روش نسبت به روش اجزای محدود معمولی دارد 
به  مسئلهمجدد در  بندیمشاین است که دیگر نيازی به 

روش  زا بااستفادههنگام رشد ترک نيست. در مسائلی که 
وند در هر مرحله از شمیاجزای محدود معمولی آناليز 

یابد چرا که میتغيير  کاملا  مسئله ۀرشد ترک هندس
 مدل گردد و بایستی خود ترک در این مسائل مستقيما 

درزمانی  مسئله ۀهمين موضوع باعث برهم خوردن هندس
 . [2] کندمیکه ترک رشد ود شمی

بع با تغيير توا یافتهبسطاما در روش اجزای محدود  

ا ی یی، ترک جاجابه ۀمعادلشکل و افزودن جملاتی به 
ر مجدد د بندیمششود و نيازی به ناپيوستگی مدل می

تفاوت  (7) هر مرحله از رشد ترک وجود ندارد. شکل

 هیافتبسطدر دو روش اجزای محدود معمولی و  بندیمش
 .[3]شدکمیرا به تصویر 

از  یی ترکجاجابهپيوستگی در ميدان نا سازیمدلبرای 
یی در روش اجزای جاجابهافزودن جملاتی به تابع 
ود. این جملات توابع شمیمحدود کلاسيک استفاده 

مورداستفاده در  سازیغنینام دارند. توابع  سازیغنی
به دو دسته تقسيم  یافتهبسطروش اجزای محدود 

 ییهاانلما سازیمدلاول توابع برای  ۀدستوند. شمی

رای دوم ب ۀدستو  استهعبور کرد آنهاکه ترک از  باشدمی
  .استهکه نوک ترک در آنها واقع شد باشدمی ییهاانالم
 

 
اجزای  در دو روش بندیمشتطبيق و عدم تطبيق  7شکل 

 یافتهبسطمحدود کلاسيک و 

 

برای ترک الاستيک و برای مسائل ایزوتروپ  [4] بليچکو

ی معرف سازیغنینهایی برای  ۀرابط عنوانبه( را 7) ۀرابط

 . استهردک

(7)  cut

front

i i i i

i N i N

i i,
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U N (x)U N (x)H(x)a

N (x)B (x)b

 

 

 

   

 
 

نقاط موجود در روش  ۀوعممج Nدر روابط فوق  
نقاطی  ۀمجموع cutNاشد. بمیمحدود استاندارد  یاجزا

و  استهعبور کرد آنهای هاانهستند که ترک از الم
با  (2) این نقاط در شکل .استهرا برید آنهادراصطلاح 

نقاطی است که  ۀمجموع  frontN. استهدایره مشخص شد
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ز این نقاط ني استهقرار گرفت آنهای هااننوک ترک در الم
 . [3]استهبا علامت مربع مشخص گردید (2) در شکل

توابع شکل استاندارد در  iN (7) ۀرابطهمچنين در     
نيز تابع پرش  Hاشد. بمیمعمولی استاندارد  یروش اجزا
اشد. تابع هویساید در نقاط بالای ترک بمیهویساید 

را به خود  -7ن ترک مقدار یي+ و در نقاط پا7مقدار 
نيز از حل تحليلی الاستيک نوک ترک  αBگيرد. تابع می
 گردد:میزیر بيان  صورتبهو  استهگرفتت ئنش
 

(2)        α

θ θ θ
[B ] = [ rsin , rcos , rsin sinθ,

2 2 2

θ
rcos sinθ]

2

  

 

 
 و  سازیغنی یتوابع عاد يرثأتنقاط تحت  2شکل 

 توابع نوک ترک 

 

دليل وجود ناپيوستگی توابع هویساید که در به 
ی هاشروبهگيری انتگرالگردند، ماتریس شکل ایجاد می

عادی، نظير استفاده از روش گاوس کارساز نيست و دقت 
گيری وجود ندارد. در این خصوص انتگراللازم در 

که یکی از آنها  استهی متعددی پيشنهاد شدهاشرو
اشد. در این روش المانی که از بمیروش پيشنهادی دالبو 

 ی مثلثی تقسيمهاانبه زیر الم استهآن ترک عبور کرد
ه ها محاسببراساس این زیرالمان گيریانتگرالود و شمی
بندی این از تقسيم ایهنمون (9) شکل ردد.گمی

 .]5[شدکمیتصویر بهرا  هاانزیرالم

 
 ترک  ۀمنطق یالمان مثلثیرز  9شکل 

 

ی معمول را به هانالما ۀمنطقیی که هاندر الماالبته      

ی هانسازند و به آنها المامیشده مرتبط غنیی هانالما

ود، مشکلاتی شمیگفته  (Blending Elements) مخلوط

ود که این مشکلات شمیها مشاهده در همگرایی جواب

کاهش داد. به  سازیغنیتوان با اصلاح توابع میرا 

ی استاندارد هاندر الما سازیغنیصورت که توابع این

ی آنها هاهگر ۀهمیی که هانوند، در الماشمیصفر 

 یهانمانند و در المامیوند، بدون تغيير شمی سازیغنی

 .نندکمیپيوسته تغيير  صورتبهمخلوط 

 

 اجزای محدود تطابقیروش 

یک تکنيک موفق  عنوانبهروش اجزای محدود تطابقی 
رود. اساس کار این روش میدر آناليز مسائل ترک به کار 

 شرایط براساسمناسب  بندیمشاصلاح مش و معرفی 
در مسائلی که ترک وجود  اشد. اصولا بمی مسئلهو نوع 

دليل تمرکز بالای تنش در اطراف نوک ترک خطا بهدارد 

 صخصوبه مسئلهلذا پاسخ  اشد وبمیدر آن محدوده زیاد 
با  بالایی خواهد داشت و فاکتور شدت تنش خطای نسبتا 

مقدار تحليلی خود فاصله دارد. بر همين اساس روش 

اجزای محدود تطابقی با اصلاح مش و یافتن نقاط 
یزسازی بيشتر دارند، مقدار که نياز به ر مسئلهحساس 
ها به و درنتيجه جواب دهدمیرا کاهش  مسئلهخطای 

دو نوع  از ردد. معمولا گمیتر نزدیکمقدار تحليلی آن 
رویکرد برای اصلاح مش در روش اجزای محدود تطابقی 

 هاهماندهای مبتنی بر باقیروش -7ود: شمیاستفاده 
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(Residual Based Methods)  های مبتنی بر روش -2و
در . (Recovery Based Methods) هابهبود جواب

کا شکه درابتدا توسط بابو هاهماندبر باقی یمبتن یهاروش
 یروش اجزابه، نتایج حل [6]یدارائه گرد بولتینو ر

ود و شمیمحدود در معادلات حاکم بر سيستم قرار داده 

 یهاهماندباقی ۀمحاسبو با  ینرم انرژ صورتبهخطا 
 هاناز الما ایهمجموع بررویاین معادلات  یمحل

(patch محاسبه )یهاشرودر  یگرد یاز سو .ودشمی 

  نکوویچیبر بهبود جواب که نخستين بار توسط ز یمبتن
اده اطلاعات استف یاز یک فرایند بازیاب ید،ارائه گرد و ژو

. [7]ددست آیبهمتغيرها  یبرا یترود تا مقادیر دقيقشمی

این مقاله از این نوع رویکرد برای اصلاح مش استفاده در 
 .استهشد

در این روش برای ارزیابی خطا، بایستی از ميزان  
بلی های قجوابهای بهبودیافته و جواباختلافی که بين 

را  همسئلردد. برای این کار ابتدا گمیوجود دارد استفاده 
بود . برای بهيمکنمیاوليه آناليز  بندیمشبا همان 

 از روابط توابع شکلی جواب بااستفادهها کافيست جواب
زیر بيان  صورتبهبهبود یافته را محاسبه نمایيم. این رابطه 

 .]8[خواهد شد
(9)  

شکل و  Nتنش بهبودیافته،  تابع *که 
*

   مقادیر

 اشد.بمی هاهتنش در گر
های بهبود یافته دارای تقریب جوابکه جاییاز آن 

شد، لذا ابمی مسئلههای واقعی جوابمناسبتری نسبت به 

خطای تقریب  عنوانبهمی توان از اختلاف دو جواب 
 استفاده نمود.  مسئله

(4)  

 σ̂اشد. بمی هاهجواب روش اجزای محدود در گر
 تک نقاطتکبرآوردشده را در  یتعریف فوق مقدار خطا

 یشبکه معيار مناسب یریزساز یبرا یدهد، ولیمدامنه 

خاص مثل  ۀنقطچرا که ممکن است در یک  ،اشدبمین
نهایت برود که خطا در این یبسمت بهنوک ترک تنش 

کل  یدرمجموع خطا یول ،نقطه بسيار بالا خواهد بود

 یخطا یجابهرو این. ازدجواب قابل قبول باش
نتگرال ا صورتبهود که شمینقطه نرم خطا تعریف بهنقطه

 تریناز معروف یدامنه است. یک یاز تابع خطا رو یعدد
زیر تعریف  صورتبه اشد کهبمی L 2خطا، نرم یهانرم
 ردد.گمی

(5)                                       
1/2

e e e 


 
 
 

T
d 

 ا:تنش برابر خواهد بود ب یبه این ترتيب نرم تابع خطا

(9)            
1/2

* * T *
ˆ ˆ ˆe = σ - σ = (σ - σ) (σ - σ)dΩσ

Ω


 
 
 

 

 

هينه ب ۀشبکتوان یک می مسئلهپس از تخمين خطای     

برمبنای خطای برآوردشده ایجاد نمود. بدین ترتيب که 

ی ریزتر و در مناطق با هاندر نقاط با خطای بالاتر الما

تر استفاده نمود. با درشتی هانن از المایيخطای پا

تعریف یک خطای هدف مطلوب e
i aim

توان می 

ی مختلف را تعيين نمود هاهی متصل به گرهانتراکم الما

 جدید را تعيين نمود.  ۀشبکو 

 

(1) 

 

 

برآورد فاکتور شدت تنش با ترکیب روش اجزای 

 و تطابقی یافتهبسطمحدود 

پارامتر فاکتور شدت برای بيان ميزان تمرکز تنش در 
در  ایهکنندتعيينرود و نقش میکار بهاطراف نوک ترک 

مسير رشد ترک دارد. مفهوم فاکتور شدت تنش برای 
برای سنجش مقدار  7351بار توسط اروین در سال اولين

 تنشفاکتور شدت  ۀمحاسب. برای [9]تکينگی استفاده شد
تحليلی بایستی از روابط الاستيک موجود  صورتبه

ائل خاص حل استفاده نمود که تنها برای الگوها و مس
ی عددی هاشو در سایر مسائل عموما  از رو استهشد

ود. از شمیبرای برآورد ضریب شدت تنش استفاده 
 توانمیی متداول عددی برای برآورد این ضریب هاشرو
 Displacment) هانروش همبستگی تغييرمکابه

* *σ Nσ

*
ˆe σ σ  

 
 

 
σ i aim

i inew old

σ i

e
h = h

e

 
 
 
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Correlation Method)روش گسترش ترک مجازی ، 
(Virtual crack extension method) روش انتگرال ،

 Modified crack closure) شدهاصلاحترک  ۀبست
integral) روش ،J-متقابل انتگرال، روش انتگرال 

(Interaction integral method) در این [2]اشاره داشت .
مقاله از روش انتگرال متقابل برای برآورد ضریب شدت 

 .استهتنش استفاده شد
 هاشرو ینتردقيقاز  یکیروش انتگرال متقابل  

 روش یناشد. ابمیفاکتور شدت تنش  ۀمحاسب یابر
 کیاز  بااستفادهو  دهدیانتگرال را ارتقا م Jروش  ینوعبه

 سادگیبهو  دقتبهرا  Jپارامتر  تواندیم ميدان کمکی
 .یدمحاسبه نما

 يکبرای اجسام الاست Mانتگرال اندرکنش متقابل  

مزیتی که  .[10]یدارائه گرد 2004در سال  ينوتوسط پائول
دارد این است که  هاشاین روش نسبت به سایر رو

 پارامتر فاکتور شدت تنش گيریانتگرالزمان و با یک هم
ردد. در این روش بایستی یک گمیدر هر دو مود محاسبه 

یف تعر مسئلهاز تنش و کرنش در ثر أمتفضای کمکی 
ردد گیمتعيين  مسئلهی در نحوبهاین فضای کمکی  نمود.

 بررویکه معادلات تعادل و شرایط مرزی بدون نيرو 
 را ارضا نماید.  A* ۀمنطقسطح ترک در 

*A  مساحت
ود. در این شمیمعادلی است که در آن انتگرال گرفته 

 ۀئلمساصلی و  ۀمسئلاز ترکيب انتگرال  Jروش انتگرال 
 آید: می دستبهکمکی و انتگرال اندرکنش 

act auxJ = J + J + M                                   )8( 

 

مربوط به وضعيت واقعی و کمکی  auxJو  actJجملات 

ابر اشد که مقدار آن بربمینيز انتگرال متقابل  Mو  است

 است با:
aux

¶u ¶u ¶qaux Mi i*M = [σ + σ -W δ ] dΓA ij 1jij¶x ¶x ¶x
1 1 j

 

(3) 

برای ارتباط انتگرال اندرکنش و ضریب شدت تنش      

 . [10]ودشمیاز تعریف ضریب زیر استفاده 

(70)                 2 aux aux
M = (K K + K K )

I I II II
E

 

I ،auxبرای مد 

IK auxو  1=

IIK = و برای  گيردمیقرار  0

II  ،auxمد

IK = auxو 0

IIK  بنابراین: ؛يردگمیقرار  1=

(77)                                             E
K = M

2


 

برای حالت کرنش مسطح از  Eجایبه
2

E
(1- ν )

و  

 ود.شمیاستفاده  Eبرای تنش مسطح نيز از 

ترک با روش اجزای  سازیمدلدر این برآورد  

ان ترک از مي ۀهندسيرد و گمییافته صورت بسطمحدود 

ها و پيش از ند. پس از برآورد تنشکمی عبور هانالما

روش اجزای بهضریب شدت تنش، خطای دامنه  ۀمحاسب

ای که خطود و درصورتیشمیمحدود تطابقی تخمين زده 

قبول باشد، شبکه با روش قابلدامنه بيش از محدوده 

ود و آناليز شبکه شمی( مجدد توليد 2شده در بند )ارائه

مراحل مسير ترک ن یايرد. در تمامی گمیمجدد انجام 

که خطای زمانیعبور نماید.  هانتواند از بين المامی

 تفادهبااستوان میشده در حد قابل قبول رسيد، زدهتخمين 

از روش انتگرال متقابل، ضریب شدت تنش را محاسبه 

نمود. با این ترکيب دیگر نيازی به دنبال کردن مسير ترک 

و همچنين برآورد ضریب شدت  يستن هانتوسط الما

 يرد.گیمهای با دقت قابل قبول انجام تنش برمبنای تنش

محدود بدون  شبکۀ اجزایدر تمامی مراحل آناليز، 

توان از ماند تا بمیتوجه به مسير ترک بدون تغيير باقی 

یافته استفاده نمود. تا بسطمزایای روش اجزای محدود 

ليد قبول بيشتر شود و توقابلکه خطای شبکه از حد زمانی

ترتيب ممکن است در ده اینبهرد. يگمجدد شبکه انجام 

مرحله رشد ترک نياز به دو مرحله توليد مجدد شبکه 

توليدی جدید بدون نياز به تطابق با مسير  ۀشبکگردد. 

 ود.شمیترک توليد 

 
 عددی سازیمدل

در این بخش برای بيان صحت و کارایی تکنيک 
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. اندگرفتهشده دو مثال عددی مورد بررسی قرار معرفی
 تندهساین دو مثال از مسائل کلاسيک مکانيک شکست 

تحليلی نيز موجود  صورتبهو ضرایب شدت تنش آن 
اشد. برای آناليز اجزای محدود از المان چهارگوش بمی

ه گيری اصلاح شدانتگرالو  استهاستفاده شد یهگرچهار
 یند اصلاحا. فراستهگاوس صورت گرفت ۀنقطبا چهار 

صورت  2شده در بند ارائهمعيار  براساسمش نيز 
 برابر مسئله. همچنين خطای هدف در هر دو استهگرفت
 ۀمسئل. مثال نخست، استهدرصد درنظر گرفته شد 75

درجه  45تحت کشش و مثال دوم، ترک ميانی  ایهترک لب
 هان. در مثال اول تاستهتحت کشش در نظر گرفته شد

ترکيب مودها   ۀسئلماما مثال دوم  استمود اول فعال شده
اشد و کارایی این تکنيک را در زمان فعال شدن هر بمی

 دهد.میدو مود شکست نشان 

 
 ایهورق مستطیلی با ترک لب

bطول بهدر این مثال یک ورق مستطيلی  = 25cm  و ارتفاع

2h = 100cm که دارای یک ترک  استهشد سازیمدل

a ۀاوليطول به ایهلب = 8Cm ۀنمون(. 4اشد )شکل بمی 

kgنظر از دو طرف با تنش یکنواخت مورد
σ = 1 2

cm
 

ود. برای رشد ترک نيز در هر مرحله یک گام شمیکشيده 

. استهدرنظر گرفته شد 2cmطول بهرشد ترک 

نظير مدول الاستيسيته و ضریب  پارامترهای مکانيکی

kgترتيب برابر بهپواسون، 
E = 1000 2

cm
0.3و   

  اشند.بمی

 

 
 ایهورق مستطيلی با ترک لب 4شکل 

مرتبه  یک مسئلهشده ارائهبرای نشان دادن کارایی تکنيک 
ا و بدون ترکيب ب یافتهبسطتنها با روش اجزای محدود 

و بار دوم در ترکيب دو  استهروش تطابقی انجام شد
ناليز که برای آ ایهاولي ۀشبک. استهروش صورت پذیرفت

 (5)، در شکل استهاستفاده شد یافتهبسطاجزای محدود 

در این شکل مشخص است که ترک  .استهنشان داده شد
 .استهعبور کرد هاناز بين الما

 

 
 اوليه ۀیافتبسطمحدود  اجزایشبکۀ  5شکل 

 

نظر درمعياری که برای رشد ترک در هر دو فاز  
معيار حداکثر تنش محيطی  براساس استهگرفته شد

انحراف ترک برمبنای ضریب  ۀزاویاشد که در آن بمی
زیر محاسبه  صورتبهشدت تنش دو مود شکست 

 .[11]ودشمی
 

(72) 

 

تخمين خطا در هر مرحله از رشد ترک صورت  
و  استهانجام نشد ایهولی اصلاح شبک استهگرفت

درنتيجه با رشد ترک ميزان خطا افزایش یافته و از مقدار 
که نمودار  استهدرصد نيز فراتر رفت 75خطای هدف 

علت این امر . استهآورده شد (9)تغييرات آن در شکل 

اطراف ترک( با رشد  ۀمنطق) مسئلهحرکت نقاط حساس 
قبلی دیگر با نقاط  ۀریزشد ۀمنطقاشد. چون بمیترک 

منطبق نيستند خطای حل شروع به  مسئلهحساس جدید 
 همسئلنماید که با اصلاح مجدد شبکه این میافزایش 

2
K Kθ 1 1I Itan = ± + 8

2 4 K 4 KII II

  
       
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 رشد ترک بدون اصلاح شبکهتغييرات خطا با  9شکل 

 

در هر مرحله از رشد ترک مقدار ضریب شدت تنش 
 شده و در محاسبهاز روش انتگرال متقابل  بااستفاده
. همچنين این مقدار با مقدار استهآورده شد (7)جدول 

 [11]آیدمیدست بهزیر  ۀرابطتحليلی این مود که از 
 .استهمقایسه شد

 

 

(79) 

و  استمود دوم فعال نشده مسئلهبدیهی است که در این 
 ضریب شدت تنش آن صفر است.

 

 

 
 هاروش بيترک بدون تنش شدت بیضرا ریمقاد 7جدول 

 

 مختصات نوک ترک عددی KII عددی KI تحليلی KI درصد خطا مرحله

 (3733و 43730) 079959 1755 879379 17412 اول

 (77733و43739) -075480 3719 777118 70757 دوم

 (79738و50704) -072425 79728 797251 79793 سوم

 (75738و43737) 770943 78720 227383 79714 چهارم

 (71785و43727) 479989 90720 997273 27791 پنجم

 (73782و48788) -977385 92799 417993 29752 ششم

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ترک رشد طول در شدهاصلاح ۀشبک 1شکل 

I

2 3 4

K = ασ πa

a a a a
α = 1.12 -0.23 +10.6 - 21.7 +30.4

b b b b

        
        

         
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های اجزای دوم ترکيب روش ۀمرحلحال در  
و تطابقی انجام گرفت و ملاحظه گردید  یافتهبسطمحدود 

درصد  75که در دو مرحله از رشد ترک، خطا از حد مجاز 
 ۀشبکفراتر رفت و نياز به اصلاح شبکه وجود دارد. 

نشان داده  )1(شده در این دو مرحله در شکل اصلاح

در نوک ترک هرمرحله، نشان  هانکه تراکم الما استهشد
ا ر مسئلهخوبی نقاط حساس بهدهد روش تطابقی می

 . استهمناسبی توليد کرد ۀشبکیافته و 

ميزان تغييرات خطا در مراحل مختلف رشد ترک  
ود در شمیکه ملاحظه  استهآورده شد )8(در شکل 

صلاح شبکه امراحلی که خطا بالای خطای هدف است، 

. حال با روش ترکيبی مجددا  استهمنجر به افت خطا شد
که نتایج و  استهبرآورد ضریب شدت تنش انجام شد

نشان داده  (2) آن با مقادیر تحليلی در جدول ۀمقایس
 .استهشد

 
 تغييرات خطا با رشد ترک با روش ترکيبی 8شکل 

واضح است که  )2و  7( مقادیر جداول ۀمقایسبا  
توجهی خطای قابلمقدار بهاستفاده از روش ترکيبی 

و مسير  دهدمیمحاسبه ضرایب شدت تنش را کاهش 
 ند. کمیرشد ترک را با دقت بالاتری پيدا 

، همسئلبه آناليز خطی  باتوجهلازم به ذکر است  

و  استهانجام گرفت هاهبکشمی آناليز مجدد روی تما
 اشد.بمینيازی به فرایند انتقال اطلاعات ن

 

 ورق مربعی با ترک مورب

درجه 45دوم عددی مورد بررسی ترک مورب  سازیمدل
که تحت کشش قرار  اشدبمیدر داخل یک ورق مربعی 

 ۀمسئلبه این لحاظ اهميت دارد که یک  مسئلهدارد. این 

وند و شمیکه هر دو مود در آن فعال  استمود ترکيبی 
شده در این گونه مسائل را نشان ارائهکارایی تکنيک 

bدهد. در این مثال عرض صفحه می = 50cm  و ارتفاع

2h = 50cm  ترک نيز  ۀود. طول اوليشمیدرنظر گرفته

a =10 2cm نظر از دو طرف با  مورد ۀنموناشد. بمی
یکنواخت برابرتنش 

2

kg
σ =1

cm
ود. برای شمیکشيده  

در نظر  2cmرشد ترک نيز در هر مرحله یک گام با طول 
سایر پارامترهای مکانيکی نظير مدول  .استهگرفته شد

ترتيب برابر بهالاستيسيته و ضریب پواسون 

2

Kg
E =1000

cm
νو   =  (. 3)شکل  اشندبمی 0.3

 

 

 هاروش بيترک با تنش شدت بیضرا ریمقاد 2جدول 

 

 مختصات نوک ترک عددی KII عددی KI تحليلی KI درصد خطا مرحله

 (3733و43730) 07995 17554 87937 1741 اول

 (77733و43739) -07548 37199 777118 70757 دوم

 (79738و50704) -07242 797289 797251 79793 سوم

 - 77094 787208 227383 79714 چهارم

 (75738و50704) 07571 207999 227383 70702 شدهاصلاحچهارم 

 (71738و43783) 77798 907194 997298 72735 پنجم

 - 97773 927585 487900 71755 ششم

 (73738و43788) -77929 417307 487900 3720 شدهاصلاحششم 
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 ورق مربعی با ترک مورب 3شکل 

 
ز نيز به دو صورت آنالي مسئلهمطابق مثال قبل این  

بار نخست با اعمال روش اجزای محدود  ؛ودشمی

دوم با اعمال روش ترکيبی. از  ۀمرحلتنها و  ۀیافتبسط
جایی که مقدار تحليلی ضریب شدت تنش فقط در آن

اشد لذا برای بمیاول و قبل از رشد ترک موجود  ۀمرحل
گرایی ضریب شدت تنش، گام اول یک بار با مش بيان هم

ود که این دو شمیشده حل اصلاحاوليه و بار دوم با مش 
 اند.شدهنشان داده  (77و  70) هایشبکه در شکل

 

 

 

 

 
 

 اوليه ۀیافتبسطمحدود  اجزایشبکۀ  70شکل 

 

 

 

 

 

 
 اصلاح شده  یافتهبسطمحدود  شبکۀ اجزای  77شکل 

 

بکه از هر دو ش بااستفادهمقادیر ضرایب شدت تنش  

 (74) ۀرابطو با مقدار تحليلی آن که از  استهمحاسبه شد

و   9)و در جداول  استهمقایسه شد  [11]آیدمیدست به
به وجود دو نوک ترک در  باتوجه. ستاشدهآورده  (4

این برآورد برای هر دو نوک ترک ابتدایی و انتهایی  مسئله
 .استهانجام شد

(74) 

 
 اوليه ۀشبکشدت تنش با مقادیر ضرایب  9جدول 

 

 نوک انتهای ترک نوک ابتدای ترک تحليلی

KI KII KI KII KI KII 

2.35 2.35 2.62 2.56 2.71 2.68 

 
 شدهاصلاح ۀشبکتنش با  شدت بیضرا ریمقاد 4جدول 

 

 نوک انتهای ترک نوک ابتدای ترک تحليلی

KI KII KI KII KI KII 
2.35 2.35 2754 2798 2748 2759 

 

 
 

 تغييرات خطا با رشد ترک بدون اصلاح شبکه 72شکل 

  
نتایج دو جدول حاکی از افزایش دقت پس از  

ضرایب  ۀمحاسباشد. پس از بمیاعمال اصلاح شبکه 
شدت تنش فرایند رشد ترک انجام گردید که مشاهده شد 

م مستقي صورتبهترک از حالت مورب شروع به چرخش 
 تهیافبسطکرد. فرایند رشد ترک با روش اجزای محدود 

مراحل مختلف رشد ترک افزایش خطا در  ۀدهندنشانتنها 
. استهنشان داده شد (72)اشد که در شکل بمی

K = K = 0.5σ πa
I II
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که با ترکيب روش با اجزای محدود تطابقی در درحالی
 مسئلهرشد ترک( مقدار خطای  9و  4های دو مرحله )گام

 (79)که در شکل  استهمجاز نگه داشته شد ۀمحدوددر 
 .استهنمایش داده شد

 

 
 

 رشد ترک با روش ترکيبیتغييرات خطا با   79شکل 
 

 گیرینتیجه

و روش اجزای محدود  یافتهبسطروش اجزای محدود 
ز های بالایی برای حل مسائل آناليقابليتتطابقی هر کدام 

اشند. بمیترک دارند، ولی درمقابل دارای نقاط ضعفی نيز 

زان مي بررویکنترلی  یافتهبسطدر روش اجزای محدود 
وجود ندارد، و در روش اجزای محدود  مسئلهخطای 

تطابقی با هر گام از رشد ترک شبکه متناسب با مسير 
ترک باید دوباره از ابتدا تشکيل شود. با ترکيب این دو 

شدت این مشکلات را کاهش داد. به این بهتوان میروش 

 یافتهبسطترک با روش  ۀهندس سازیمدلصورت که 
عبور کند و دیگر با  هانانجام شود و ترک از داخل الما

که  لهمسئرشد ترک شبکه تغيير نکند. ولی در هر گام از 

خطای حل بيش از حد قابل قبول گردد، فرایند اصلاح 
قل مست مش صورت پذیرد. این توليد مجدد شبکه کاملا 

و ممکن است در چند  استاز دنبال کردن مسير ترک 

شود.  حلیکسان  ۀشبکبا یک  مسئلهمرحله از رشد ترک، 
های عددی نشان دادند که درصورت سازیمدلنتایج 

ميزان قابل توجهی بهها، خطای حل ترکيب این روش
برآورد ضرایب شدت تنش با دقت  و بدیامیکاهش 

 هایبيشتری انجام خواهد شد. این تکنيک هم در ترک
مود و هم در مودهای ترکيبی قابليت برآورد دقيق را تک

 . استهنشان داد
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