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1- Introduction 

In order to determine the location of free surface seepage, 

various methods, such as analytical solutions, empirical 

and approximate formulas, or numerical approaches 

through flow network simulations, are employed. 

Analytical methods for solving seepage in porous media 

are based on solving the governing differential equation 

with simplifying assumptions. While these assumptions 

are acceptable under specific conditions, the applicability 

of analytical methods is limited to problems with specific 

geometries and boundary conditions. 

Numerical methods, including Finite Difference Method 

(FDM), Finite Element Method (FEM), and Finite Volume 

Method (FVM), are also utilized to determine the location 

of free surface seepage. The FDM for instance, discretizes 

the Laplace equation, transforming it into a system of 

linear algebraic equations. The domain is divided into a 

rectangular grid, with nodes at the corners representing the 

head values. Boundary conditions with specified head 

values are applied, while unknown head values at other 

nodes are estimated. Iterative techniques, such as the 

relaxation method, are often employed, requiring multiple 

iterations until convergence. 

The FEM, another numerical approach, divides the flow 

domain into discrete elements and generates a system of 

equations for each element. Material properties and 

boundary conditions are specified for each element, and 

the system of equations is solved to obtain head values at 

nodes. This method is advantageous for complex seepage 

problems, allowing for the accurate modeling of intricate 

geometries and high-gradient areas by adjusting the 

element sizes. 

To address the issue of unknown free surface locations, 

a conventional approach involves using an approximate 

free surface and refining it through trial and error. The 

Boundary Integral Equation Method is also employed to 

write equations for discrete points on the free surface. 
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These equations, relying solely on boundary information, 

allow for determining the free surface location without 

solving the entire problem. This method proves useful 

when accurate solutions are only needed at specific points 

or sections. 

In summary, the discussed analytical and numerical 

methods provide diverse approaches for analyzing seepage 

problems. Each method has its advantages and limitations, 

making them suitable for different scenarios based on 

different factors, such as geometry, boundary conditions, 

and the need for precise solutions at specific locations. 
 

2-Materials and Methods 
2-1- Differential Transform Method (DTM) 

DTM is a semi-analytical numerical approach for 

solving functional equations. Zhou first introduced this 

method in 1986 for engineering applications, particularly 

in the analysis of linear and nonlinear initial value 

problems in electrical circuit analysis. 

DTM utilizes the Taylor series expansion to represent 

the solution of various equations in the form of a power 

series. In the Taylor series method, calculating coefficients 

requires obtaining various derivatives of the function at a 

specific point, a task that becomes increasingly 

challenging at higher orders. DTM involves a recursive 

process to obtain the Taylor series solution of the assumed 

equation. However, unlike other methods, derivatives are 

not directly calculated; instead, a recursive process is 

employed for computation. Consequently, this approach 

significantly reduces the computational workload 

associated with higher-order derivatives. One-dimensional 

DTM, like other mathematical topics, consists of some 

theorems that solve equations based on these theorems. 

Some of the most used one-dimensional theorems of this 

method are shown in Table 1. 
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Table 1. Commonly used one-dimensional DTM theorems  
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2-2- One-dimensional Column of Porous Medium and 

Water with Free Surface 

Figure 1 shows the pressure head distributed in the water 

column with height when the pressure at the top and 

bottom of the water column is known and the lower part of 

the water column contains a porous medium: 

 

 
Figure 1: One-dimensional Water Column with Undefined 

Free Surface [9] 

 

The problem of Figure 1 according to the research of 

Bardet and Tobita is expressed as follows (Eq. 1): 
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Moreover, the boundary conditions of the problem are 

(Eq. 2): 
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The physical (Eq. 3) and analytical (Eq. 4) solutions to 

the above problem are described as follows in the previous 

research. 
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In the next section, we will discuss the solution to the 

above problem using DTM. Next, we will show that the 

results of the above method will be in very good agreement 

with the results of the analytical method. 

 

2-3- Solution by Differential Transform Method (DTM) 

According to the definition of the DTM in equation (4), 

for the pressure values in the upper and lower part (porous 

medium). respectively, we will have: 
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  Now, in order to solve the problem in equation (5) 

using DTM, a differential transform must be taken from 

the above two equations. Starting from the second rule   

( p  ) of Eq. (1) and according to the relations defined 

in Table 1, we have the equation by deriving it twice: 
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By placing different values of k and considering that a 

constant number is multiplied by different values of P2, we 

can conclude that it is 2 2 2(2) (3) ... ( ) 0P P P n    and 

only two unknowns, 2 2(0) (1)P P , remain. Therefore, 

according to the definition, the expansion of the second 

rule can be written as follows: 
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Similarly, according to the equations in Table 1, for the 

first rule of Eq. (1), we will have the same process as 

before: 
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So far, it has been determined that the solution of the 

above problem with DTM depends on four unknowns 
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1 1 2 2(0), (1), (0), (1)P P P P , which will be obtained with four 

boundary conditions according to Figure (1). First, apply 

the two upper and lower boundary conditions of the water 

column, Eq. (2), and after applying the upper boundary 

condition 0y  , 1(0) 0P  will be obtained and by 

applying the lower boundary condition, y h in the 

porous medium, *
2 2(0) (1)P P P h   will be obtained. By 

applying the boundary condition at the intersection of 

water and porous medium, which expresses the equality of 

the two equations, P1 and P2, at the height of the free 

surface d with the value of ɛ , and also knowing that at the 

intersection of water and porous medium, the condition of 

flow continuity is established, we will reach the following 

result: 
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Now, by placing the obtained values, simplifying and 

arranging them, in general, for different pressure values, it 

can be written that: 
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Therefore, DTM could also achieve the exact solution of 

the problem, equation (4). It should be noted that the above 

solution is performed for the first time by DTM. 
 

3. Results and Discussion 

Knowing how to solve the problem analytically and 

physically and the extended pressure method, for a water 

column with a height of 10 m, a maximum pressure of 5 

m, and a pressure head of 0.5 m, we will compare the 

results of the above methods with DTM according to Table 

2: 

According to the values obtained from Table 2, DTM 

has an acceptable accuracy compared to other methods and 

the analytical method. As can be seen from Figures 2 and 

3, the solution by EP, analytical, and DTM methods shows 

the region of smooth transition between the porous and dry 

surface and the wet surface, if this transition is broken in 

the solution by physical method. Therefore, the solution to 

the above two methods does not show the exact location of 

the free surface of the leak like solving by physical 

method. It can also be stated that with the increase of the 

epsilon value, the answers of the differential 

transformation method and the analytical solution match 

each other. 

 

 
 

Table 2. Comparison of the results obtained for one-

dimensional water column pressure at a certain height by 

different methods 
 

Error vs analytical 

method 
P (m) 

y (m) 
DTM EP DTM EP 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 5.0 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 5.1 

0 0 0 0 2 

0 0 0 01 5.2 

0 -01 03 02 3 

0 -03 09 06 5.3 

0 -05 025.0 019.0 4 

0 -0.011 067.0 056.0 5.4 

0 -016 184.0 167.0 5 

0 0 5.0 5.0 5.5 

0 0 1 1 6 

0 0 5.1 5.1 5.6 

0 0 2 2 7 

0 0 5.2 5.2 5.7 

0 0 3 3 8 

0 0 5.3 5.3 5.8 

0 0 4 4 9 

0 0 5.4 5.4 5.9 

0 0 5 5 10 

 

 

 
 

Figure 2. Comparison of the results obtained from the 

physical, analytical, and DTM methods in the one-

dimensional water column with ɛ =0.1 
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Figure 3. Comparison of the results obtained from the physical, 

analytical, and DTM methods in the one-dimensional water column 

with ɛ =0.8 

4 - Conclusion 

In the present study, an attempt was made to solve the 

problem of the seepage of free surface in a one-

dimensional column of water including a porous medium, 

whose governing equation is Laplace's equation, by DTM. 

The results were compared with other existing methods, 

such as physical solution and solution to the EP method. 

Some of the findings obtained from the current research 

are as follows: 

• Solving by the DTM method can produce answers very 

close to the solution of EP methods and analytical 

solution, and these results, especially in the upper 

water column, are much more accurate than solving by 

the physical method. 

• DTM solution, which is based on the expansion of the 

Taylor series of functions, has a smaller amount of 

calculations than the EP method and the analytical 

method, which is an advantage to prevent the 

occurrence of calculation errors in the prolongation of 

the complex calculation process. 

• The EP and DTM methods, as well as the analytical 

method, have a smooth transition zone between the dry 

and porous environment and the wet environment, 

which in the case of the physical method, is a broken 

and sudden zone. 
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ض م محدودح ح م محدودمانند تفاضلالا م محدودح ح م محدود  متنوعیمتنوعیهای عددی های عددی تاکنون روشتاکنون روش  چکیده سه  محدود برای حل مسلالاه    جزایجزایاا  وو  مانند تفا ش ح در محیی ی نشلالا ح در محیی ی   س ح آدادِسلالا ح آدادِ  محدود برای حل م بعُدی و بعُدی و ن

پای  پای     محدودح برمحدودح بر  اجزایاجزایتفاض م محدود و تفاض م محدود و   هایهایباشد. روشباشد. روش لاپ س میلاپ س می    نش  در محیی متخ خلح معادلنش  در محیی متخ خلح معادل   ریاضی حاکم بر مسه  ریاضی حاکم بر مسه        اس . معادلاس . معادل   رفت رفت کار کار     دوبعُدیح بدوبعُدیح ب

س ح س ح      مبتنی هستند. در این مقال ح مسألمبتنی هستند. در این مقال ح مسأل  ححنظرنظر  موردمورد  همگراییهمگراییو تکرار این روند تا رسیدن ب  و تکرار این روند تا رسیدن ب    ححآوردن مقادیر هد در این س حآوردن مقادیر هد در این س ح  ب  دس ب  دس بندی س ح مورد نظر و بندی س ح مورد نظر و شبک شبک 
ستون آب ی    آآ ش  در  ستون آب ی داد ن ش  در  ستفاده اد  با با برای اولین بار برای اولین بار   ححبعدیبعدیداد ن ستفاده اد ا سی ی ک   روروا سی ی ک  ش تبدیل دیفران س  مبتنی بر    ش تبدیل دیفران شی ا س  مبتنی بر رو شی ا شرایی مردی     سری تی ورح با درسری تی ورح با در رو شرایی مردی نظر گرفتن  نظر گرفتن 

های روش تفاضل محدود و حل تح ی ی مسه   ک  در بخش پیوس  قرار داردح مقایس  گردیده و های روش تفاضل محدود و حل تح ی ی مسه   ک  در بخش پیوس  قرار داردح مقایس  گردیده و    با پاسخبا پاسخ اد روش جدیدح اد روش جدیدح   . نتایج حاصل. نتایج حاصل گردیده اس گردیده اس  موجودح حل موجودح حل 

شاهده می  شاهده میت ابق خوبی م ش   نتایج مینتایج می  ب ب   با توج با توج همچنین همچنین   شود.شود. ت ابق خوبی م ش  توان بیان دا سی ی   تبدیلتبدیل  روشروش  ب ب   حلحلک  ک  توان بیان دا سی یدیفران سبام   ح مح م  اداد  دیفران سباممحا سب    کمتریکمتری  محا سب ن شار   روشروش  ب ب   ن شارف   ف
سترده  ستردهگ س    برخورداربرخوردار  تح ی یتح ی ی  روشروش  وو  گ س ا شتباهام   برودبرود  اداد  ححاین امراین امر  وو  ا شتباهاما سباتی   ا سباتیمحا سبام   روندروند  شدنشدن   طولانیطولانی  و همچنینحو همچنینح  و خ اهای عددیو خ اهای عددی  محا سباممحا    ج وگیریج وگیری  پیچیدهپیچیده  محا
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Abstract  Several numerical methods, such as finite difference, finite volume, finite element, and so on, have been utilized 

to solve the problem of the free surface seepage in one-dimensional and two-dimensional domains. The governing 

equation of the seepage problem in porous media is the well-known Laplace equation. The finite difference and finite 

element methods are based on meshing the desired surface and obtaining the head values at this level; and repeating this 

process until convergence is reached. In this paper, a new method is proposed to solve the one-dimensional free-surface 

seepage problem in one-dimensional water column based on the Taylor-series expansion, entitled Differential Transform 

Method (DTM). It should be mentioned, up to now, DTM is employed to solve the various form of differential equations, 

but it has not been used in seepage problems. For some verification purposes, the obtained results are compared with the 

well-known finite difference method, and the good agreement is observed. Moreover, the analytical solution of the 

problem is attained by the use of mathematical techniques and it is reported in the paper as an appendix. Also, according 

to the results, it can be said that the DTM solution is more stable than the extended pressure and the analytical methods, 

and this prevents the occurrence of calculation errors in the lengthening of the calculation process. 

 

Key words  Differential transform method, Porous media, Laplace equation, Free surface seepage, Extended pressure 

method. 
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 1403ح ی  همح شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی  نشری

 مقدمه

 هایروش اد نش  آداد س ح محل تعیین منظور ب  ک ی طور ب 

 اد حل یا و ت ربی و تقریبی هایفرمول هاححلمخت فی مانند راه

 حل تح ی ی هایروش گردد.استفاده می جریان شبک  رسم طریق

 دیفرانسیل معادل  حل بر مبتنی متخ خل هایمحیی در تراوش

در  فرضیام این باشد.می کنندهساده فرضیام اد استفاده با محاک
 هایروش کاربرد دامن  لذا و هستند قبول قابل خاص شرایی

 خاص مردی شرایی و خاص  هندس با مسائل ب  محدود تح ی ی

 .شودمی
 روش نظیر عددی مخت ف هایشرو اد توانمی همچنین 

 هایح م شرو و محدود اجزای روش محدودح هایتفاضل

برای . گرف  نش  بهره آداد س ح محل تعیین نیز در محدود
تح یل نش ح ی  مدل ک ی ک  پدیده نش  را توصیف کندح 
بایستی در دسترس باشد. در صورم داشتن شرایی مردی و 

تواند برای تعیین هد و تودیع خصوصیام خاکح این مدل می
های برای روشلاپ س   رود. معادل ب  کارجریان و مقدار نش  

 شود. نش ح مبنای ریاضی محسوب مینالیز آمخت ف در 
روش تفاض م محدودح معادل  لاپ س را با منق ع کردن  

د. ماینی  سری معادلام جبری خ ی حل می این معادلام ب 
هایی در جریان ب  ی  شبک  مست ی ی با گره  ناحی  و حوض

ی   دهندهنشان ح ی یهای مستح ک  این المانشدهها تقسیم گوش 
باشند. در نقاط یا در طول مردهایی ک  هد ثابتی دارند هد می

هایی ک  مقادیر اولی  برای ح اما برای گرهبودهمقادیر هد مشخص 

هد نداریمح مقدار هد باید تخمین دده شود. با استفاده اد قانون 
های دارسی و این فرض ک  هد در هر گره مقدار میانگین گره

 ب  دس هد م هول  Nمعادل  جبری خ ی با  Nباشدح می اطراف

ساده با   ی  شبک [1]. باشدها میبرابر تعداد گره Nآید ک  می
 N باشدح اما معمولا های محدود با دس  قابل حل میتعداد گره

بایستی   Relaxationهای دیگری مانندمقدار بزرگی دارد و روش

 یدی شده با روش تکرارمعادلام گسست  سا[2]. کار رود   ب
یابد ک  تغییرام در هد شود و این تکرار تا دمانی ادام  میحل می

. [4-3] برای هر گره اد میزان ت ورانس انتخابی کمتر شود

 [6]ی  روش عددی اس  ک  با موفقی   Relaxation  [5]فرایند
پیچیده جریان ب  کار گرفت  ل ئمساهای تقریبی حلبرای تعیین راه

های اساس حساب دیفرانسیل و انتگرال تفاضل ک  بر شدهح
بندی حوض  گذاری شده اس . در این روش شبک پای متناهی 

 .[7]باشد جریان ب  شکل ی  شبک  مربعی با فواصل مساوی می
باشد. این حل عددی میمحدودح دومین راه یروش اجزا 

شبک   ا بندی استوار اس  )البت  ن  ضرورتشبک اساس  روش نیز بر

کند های گسست  تقسیم میمست ی ی( ک  حوض  جریان را ب  المان
کند. خصوصیام مواد مانند م هول ای اد می Nمعادل  با  Nو 

نفوذپذیریح برای هر المان مشخص و همچنین شرایی مردی اد 

شود. برای محاسب  هد در قبیل هد و سرع  جریان نیز تعیین می
ا بایستی ی  دستگاه معادلام حل ههر گره و جریان در المان

شود. روش اجزای محدود نسب  ب  روش تفاض م محدود برای 

  ترح دارای فوایدی اس  اد جم   اینک  هندسنش  پیچیدهل ئمسا
های مورب اد مواد ب  سادگی قابل مدل کردن پچیده شامل لای 

ن هاح در مناطقی ک  گرادیاالمانباشد و با تغییر دادن انداده می

-8]توان ای اد کرد تری مینش  یا سرع  بالاس ح مدل دقیق

20]. 
 ب  کارک  قسمتی اد مقادیر مردی بایستی در س ح  اد آن ا 

ی در مورد موقعی  س ح روندح حل مسه   بدون داشتن اط عات
باشد. ب  عبارم دیگر موقعی  س ح آداد پذیر نمیآداد امکان

راه حل مرسوم این اس  ک  باشد. نش  قسمتی اد حل مسه   می

و  برده ب  کارمقادیر مردی را با استفاده اد ی  س ح آداد تقریبی 
کنیم سپس با استفاده اد سعی و خ ا اقدام ب  حل کامل مسه   می

. [21,22] بخشیمو محل س ح آداد را در هر سعی و خ ا بهبود می

مردی برای نوشتن معادلام برای نقاط رال گانت  روش معادل
رود. این معادلام تنها ب  می ب  کارگسست  روی س ح آداد 

کنند و بنابراین موقعی  س ح آداد اط عام مردها بستگی پیدا می

ضمن نتایج  توان تعیین کرد. دررا بدون حل کامل مسه   می
توصیف کرده و هیچ  معادلام جبری موقعی  س ح آداد را کام  

اد موقعیتی ک  معادلام  غیر  باشد بسعی و خ ایی نیاد نمی

شود ک  دمانی مفید واقع می غیرخ ی باشند. این روش مخصوصا 
حل در تعداد محدودی اد نقاط یا تنها قسمتی اد حل مورد نظر 

کندح باشد. اد آن ا ک  این روش تنها اط عام مردها را استفاده می

ی  مزی  مهم برای مسائ ی اس  ک  نیادمند تعیین موقعی  
. دمانی ک  ضریب هدای  [25-23]باشند اد میس ح آد

هیدرولیکی در هر ناحی  اد جریان متفاوم باشدح روش معادل  

برده شود و سپس  ب  کارتواند برای هر ناحی  انتگرال مردی می
ها را با استفاده اد معادلام سادگار ب  هم مرتبی ساخ  یا ناحی 
 .  [26] نمودهم ترکیب  با
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 [27] (Zhou) نسی ی اولین بار توسی ژوروش تبدیل دیفرا 

برای تح یل و بررسی مدارهای الکتریکی در حال  ی  بعدی 

 ,.Chen, C. o. K) ارائ  گردید. سپس شینگ هویی و چن کوانگ

& Ho, S. H)  [28]  روش  تبدیل  دیفرانسی ی را برای تح یل

 ارتعاشام  آداد و اجباری ی  تیر  یکنواخ ح بر روی پی غیر

نح ک  تح   بار  محوری  کششی و بار  عرضی قرار داردح همگ

استفاده کردند. همچنین شینگ هویی و چن کوانگ روش  تبدیل 

چند    دیفرانسی ی را برای حال   دوب عدی گسترش داده و با ارائ

. در ادام ح فاطما [29] ها پرداختندساده اد آنح ب  اثبام  آن  قضی

روش  تبدیل دیفرانسی ی دوب عدی ب  بیان   (Fatma Ayaz) ایاد

ها های این تبدیلح ب  اثبام آنتعدادی اد قضی   پرداخت  و با ارائ

کارگیری این روشح در حل  تعدادی مسه   و  با بپرداخ . وی 

ها با جواب  دقیقح نحوه دق   روش را مورد جواب آن  مقایس

 داد همچنین با استفاده اد قضایای تبدیل  سن ی قرارصح 

دیفرانسیل و دو   های شامل  دو معادلدیفرانسیل  دوب عدیح سیستم

آمده اد  ب  دس های جواب  م هول را حل کرده و با مقایس

های دیگرح توانایی روش  تبدیل دیفرانسی ی در حل  این روش

 . [31-30] گون  مسائل را نیز نشان داد

 
 هامواد و روش

  دیفرانسیلی تبدیل روش
(Differential Transform Method) ب عدی یک 

در حال  ی   (DTM) در این قسم ح روش تبدیل دیفرانسی ی
طور مختصر شرح داده خواهد شد. روش تبدیل   ب عدی ب

عددی برای حل  معادلام  تابعی  -یدیفرانسی یح روشی نیم  تح ی 
برای  1986در سال   [27]اس . این روش اولین بار توسی ژو

ی معرفی گردید و اد آن برای حل  مسائل  مقدار کاربردهای مهندس

 خ ی در تح یل  مدارهای الکتریکی استفاده شد. خ ی و غیر  اولی
روش  تبدیل دیفرانسی ی اد بسی  سری تی ور برای جواب   

کند. در ای استفاده میصورم  ی  چندجم    انواع  معادلام ب

مشتقام   ضرایب  سریح باید  روش  سری تی ورح برای محاسب
دس  آوردح ک  این  معین ب   مخت ف  تابع را در ی  نق 

تر خواهد بود. روش  محاسبام در مراتب بالاتر بسیار سخ 

دس  آوردن  جواب   تکراری برای ب یند  افرتبدیل دیفرانسی ی ی  

مفروض اس ح اما در این روشح مشتقام ب    سری تی ور معادل
مشتقام اد   ب ک  برای محاسب شوندحطور مستقیم محاسب  نمی

شود. ب  همین دلیلح در این روشح تکراری استفاده مییند  افری  

این قسم ح  ح م  محاسبام بسیار کاهش خواهد یاف . در
  نخس  برای آشنایی با روش  تبدیل دیفرانسی یح مبانی آن را ب

های روش  تبدیل ای اد قضی طور خ ص  شرح داده و سپس پاره

 ب عدیح نشان داده خواهد شد.ی نسی ی دیفرا
ید   را در u(x) هتابع  ی  متغیر     u(x) نظر بگیرید. فرض کن
در این دامن  قرار داشت   x0معین   تعریف شده و نق  D   در دامن

شد. در این حال   سری  تی ور ب  مرکز       ب u(x) با صورم  ی  
x0 شود:نمایش داده می 

(1) u(x) =∑
u(k)(x0)

k!
(x − x0)

k

∞

k=0

 

 

x)  ضلاریب  پشلا  جم     − x0)
k    بسلای  م  لورن را تبدیل

 دهند:نمایش می U(k) نامند و بامی u(x) دیفرانسی ی تابع
 

(2) U(k) =
1

k!
[
dk

dxk
u(x)]

x=x0

; k ≥ 0 

 

ص ی و  u(x) ک  در آن  سی ی تابع  تبدیل  دی U(k) تابع ا  فران
u(x) . اس U(k)  ای اد اعداد حقیقی اس .ح در واقعح دنبال 
k=0{U(k)}  تبدیل  دیفرانسی ی معکوس  دنبال 

 برابر اس  با: ∞
 

(3) u(x) =∑U(k)

∞

k=0

(x − x0)
k 

 

x0وقتی ک    = صلالالاورم  دیر   گاه تابع  فوق بباشلالالادح آن 0
 شود:تبدیل می

(4) u(x) =∑U(k)

∞

k=0

xk 

 

ضیح       سی ی ی  ب عدی همانند  دیگر مباحث  ریا تبدیل دیفران

س  ک  حل  معادلام بر مبنای          شده ا شکیل  ضی  ت اد تعدادی ق
تعدادی اد پرکاربردترین  گیرد. در ادام حصلالاورم می این قضلالاایا

ضی   ضای  ق نمایش  (1)در جدول ب عدی ی های این روش در ف

 داده شده اس .
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 [31] ی اد قضایای روش تبدیل دیفرانسی یبرخ  1جدول 
 

 تابع اص ی تابع تبدیل یافت  دیفرانسی ی

W(k) = U(k) ± V(k) w(x) = u(x) ± v(x) 

W(k) =∑U(r)V(k − r)

k

r=0

 w(x) = u(x)v(x) 

W(k) = λU(k), λ = constant w(x) = λu(x) 

W(k) = δ(k − m) = {
1k = m
0k ≠ m

 w(x) = xm 

W(k) = (k + 1)U(k + 1) w(x) =
du(x)

dx
 

W(k) = (k + 2)(k + 1)U(k + 2) w(x) =
d2u(x)

dx2
 

W(k) = (k + 1)(k + 2). . . (k + r)U(k + r) w(x) =
dru(x)

dxr
 

W(k) =
λ
k

k!
; k = constant w(x) = eλx 

 
 آزاد سطح  با ب عدییک ستون 

 p شلالاودح هد فشلالااریمشلالااهده می (1) طور ک  در شلالاکل همان
در بالا و  p ک  فشار  دمانیح h تودیع شده در ستون آب با ارتفاع  

شلالاامل   و قسلالام  تحتانی سلالاتون آب  معین حپایین سلالاتون آب
 باشدح نشان داده شده اس :محی ی متخ خل می

 

 
 

 [32]ب عدی با س ح  آداد نامشخص ی ستون  آب  1 شکل

 

هدف اد طرح آنح یافتن سلالا ح آداد ک   (1) شلالاکل  مسلالاه  
صورم  دیر  ب  س ح  ا ایستابی در آن س ح  نش  و یا ب  عبارتی  

 :گرددح بیان می[32]م ابق با پژوهش بردم و توبیتا 

 
 
(5)  {

 
 

 
 d

2p

dy2
−
1

ε

dp

dy
= 0p ≤ ε

d2p

dy2
= 0p > ε

 

               فوق شلالالالااملالال دو      لالاهبینیمح مسلالالا     طور کلالا  می   هملالاان  
سیل مرتب  شرط مردی نیاد   دو  معادل  دیفران بوده و لذا ب  چهار 

 :دارد
 

(6)  
p = 0aty = 0 
p = p∗aty = h 

شار        شامل ف شدهح  س ح بالا و      شروط مردی بیان  صفر در 

ستون آب بوده و دو     شار معین انتهایی  م اورم هوای آداد و ف
ستگی در محل ت قی محیی متخ خل و      شروط پیو شرط دیگرح 

 باشند.آب می

h رو ب  پایین و y با فرض اینک  مختصام    > p∗    بودهح حل
 صورم دیر اس : ب  فیزیکی مسه   بدیهی

 

(7)  {
p = 0y ≤ h − p∗

p = p∗ + y − hy > h − p∗
 

 

تبدیل دیفرانسلالای ی  ب  روش ب  بیان حلبعدح  هایدر بخش 
سپس نشان خواهیم داد نتایج روش فوق   پردادیم.فوق می   همس

 در تعامل بسیار خوبی با نتایج روش تح ی ی خواهد بود. 
 

 ش  تبدیل دیفرانسیلیبه رو مسئلهحل  
سی ی در راب  طبق    (ح برای مقادیر4)  تعریف روش تبدیل دیفران
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p1, p2  ک  ب  ترتیب فشلالاار در قسلالام  فوقانی و تحتانی )محیی
 خواهیم داش  ک : متخ خل( هستند

 

(8) 
p1(y) = P1(0) + P1(1)y + P1(2)y

2 +⋯ 
p2(y) = P2(0) + P2(1)y + P2(2)y

2 +⋯  
 

,p1(y)(ح 8ک  در روابی )د کرباید دق    p2(y)   ک  در سم

توابع اص ی  هکوچ  بوده ک  نشان دهند p چپ معادلام هستندح

,P1(0) و مقادیر . . . , P2(0), .  p در سم  راس  معادلامح با ..

دیفرانسی ی تابع   تبدیل یافت هشوند ک  نشان دهندبزرگ نوشت  می

با  (5)  راب  در مسه   ال برای حل  معادلام ح اص ی هستند.

دیفرانسی ی گرفت   فوق تبدیل  ح باید اد دو معادلDTMاستفاده اد 

p) دوم  شود. اد ضاب  > ε) و طبق روابی تعریف  شروع کرده

 y گیری اد راب   برحسبح با دو بار مشتق(1) شده در جدول

 داریم:

(9) (k + 2)(k + 1)P2(k + 2) = 0 

 توان نوش :می k اری مقادیر  مخت ف گذبا جای 
 

(10) 

 

با مشاهده روند  فوق و با توج  ب  این موضوع ک  عددی  

توان نتی   گرف  شوندح میضرب می 2P ثاب  در مقادیر  مخت ف 

 بوده و تنها دو م هول  2=P)=….4(2=P)3(2)=P2(2P=(n)0 ک 

)1(2)=P0(2P ن بسی  توامانند. پس طبق  تعریفح میباقی می

 صورم  دیر نوش :  دوم را ب  ضاب 
 

(11)  

  ح(1) در جدول  ح با توج  ب  روابی موجود   طور مشلالالااب    ب  

سب  ب     شتق اول و دوم ن سی ی    با حy برای م گرفتن  تبدیل دیفران

pدیفرانسلالای ی در   ح تبدیل یافتهاو ترکیب آن اول  اد معادل ≤ ε 

 خواهیم داش : ح(5)معادل  
 

(12) 
(k + 2)(k + 1)P1(k + 2) =

1

ε
(k + 1)P1(k +

1)

 

 

جای         با  بل  ند  ق مان قادیر  مخت ف   ه ل    k گذاری م عاد   در م
 آورد و نوش : ب  دس را   1P(y) توان مقادیر  مخت ف فوقح می

 

k = 0 → P1(2) =
1

ε
⋅
1

2
P1(1) 

 

k = 1 → P1(3) =
1

ε
⋅
1

3
P1(2) =

1

ε2
⋅
1

2 × 3
P1(1) 

      =
1

ε2
⋅
1

3!
P1(1) 

 

k = 2 → P1(4) =
1

ε
⋅
1

4
P1(3) 

   =
1

ε3
⋅

1

2 × 3 × 4
P1(1) =

1

ε3
⋅
1

4!
P1(1) 

 

k = 3 → P1(5) =
1

ε
⋅
1

5
P1(4) 

    =
1

𝜀4
⋅

1

2 × 3 × 4 × 5
𝑃1(1) =

1

𝜀4
⋅
1

5!
𝑃1(1) 

(13) 
شاهد    1P(k)مقادیر   روند  فوق و ارتباط بین هر کدام اد هبا م

 توان نتی   گرف  ک :ب  مقادیر  قبل اد خودح می
 

(14)  

توان  را می ( برای قسم  اول آن8)راب    بسی  تابع  م هول  
 دیر بادنویسی کرد: هشد باد صورم  ب

 

(15)  

   توان ب ( می14آمده در )  ب  دسلالالا  ب  راب      با توج   و یا   
 نوش :صورم خ ص  

 

(16)  

  سلالایگما در راب کارگیری قضلالاایای ریاضلالای در مورد   با ب 
را ب  داخل سلایگما برده و سلاپس ی      P1(1)y(ح ابتدا مقدار 15)

 توانیم بنویسیم:واحد اد مقدار پای  آن سیگما کم کرده و می
 

(17)  

سه       شد ک  حل  م شخص  ب  چهار   DTMفوق با   تا این ا م
وابسلالات  اسلالا  ک  این چهار   م هول  

خواهند  ب  دسلالا ( 1با چهار شلالارط  مردی طبق  شلالاکل  ) م هول
 آمد.
( ب  12( و )9مده در )آ ب  دس لادم ب  ذکر اس  ک  روابی  

در روش تبدیل  (Recursive Formula) بادگشتی  راب 
ارتباط میان تابع اص ی  هدهندمعروف هستند ک  نشان دیفرانسی ی
  حول نق  تابع آنتبدیل دیفرانسی ی در مده آ ب  دس ر و مقادی

2

2

2

0 2 (2) 0

1 6 (3) 0

2 12 (4) 0

k P

k P

k P

  

  

  

2 2 2( ) (0) (1)P y P P y 

1 11

1 1
( ) (1)

!k
P k P

k 
 

2

1 1 1 1 1( ) (0) (1) (2) ( ) kP y P P y P y P k y    

1 1 1 1 1
2

1 1
( ) (0) (1) (1)

!

k

k
k

P y P P y P y
k






   

1 1 1 1
1

( ) (0) (1)
!

k

k
k

y
P y P P

k






  

1 1 2 2(0) , (1) , (0) , (1)P P P P
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باشند. روابی بادگشتی در روش تبدیل دیفرانسی ی اد مذکور می
ها با آوردن آن ب  دس اهمی  بالایی برخوردار هستند چون 

یعنی رسیدن  ؛توج  ب  اینک  روش بر پای  بسی تی ور توابع اس 

 .(البت  پس اد اعمال شرایی مردی) مسه  ب  پاسخ نهایی 
شلالارایی  مردی برای یافتن  م هولام    حال ب  سلالارا   اعمال  

شرط     ضوع ک   در  معادلام  فوقح با درنظرگرفتن  این مو

شرط      ستون  آب و  سم  فوقانی   سم   پایینی آن   ق در ق
 رویم.اعمال شودح می

 لا(6)  راب  لا  ابتدا دو شرط  مردی  بالایی و پایینی ستون  آب 

y یی درپس اد اعمال شلالالارط مردی بالا   را اعمال کرده و  = 0 
P1(0)ح =  آمده و با اعمال شلالارط مردی پایینی در  ب  دسلالا   0

y = h      ک  در محیی متخ خل موجود اسلالالا حP2(0) = P
∗ −

P2(1)h  خواهد آمد. ب  دس 
حال ب  اعمال  شلالارط  مردی در محل  مشلالاترک آب و محیی    

خل  ند     متخ  یان کن ,P1  برابر بودن دو راب   هک  ب P2    فاع در ارت
 اس ح پرداخت  و خواهیم داش : εبا مقدار d ح آدادس 

(18) P1(d) = P2(d) = ε
 

 

 توان نوش :می d ( در ارتفاع11)  استفاده اد راب با  
 

(19)  

اس .  دانیم ک اد مراحل  قبل می 
( و 19)  در راب  این عبارم گذاریبنابراین با جای

 بادنویسی نمود:صورم  دیر   توان آن را بح مینویسیخ ص 

(20) P∗ − P2(1)(h − d) = ε
 
 

P1(0) آمده ب  دسلالا اسلالاتفاده اد مقدار همانند  قبلح با   = 0 
 d در ارتفاع (17)  دادن آن در راب  اد اعمال شرط مردی و قرار 

 خواهیم داش :

(21)  

شترک  آب و        ضوع ک  در محل  م ستن  این مو همچنین با دان

شرط  پیو  شدح ب    جریان ستگی محیی  متخ خلح  نیز باید برقرار با
 دیر خواهیم رسید:  نتی 

(22)  

  ( برای17( و )11آمده در ) ب  دسلالا با اسلالاتفاده اد روابی  
P1(y), P2(y) گیری مرتب  اول نسلالاب  ب و مشلالاتق y  طبق راب  

 شود: هاح نتایج دیر حاصل می( اد آن22)

(23) ∂P2

∂y
= P2(1);

∂P1

∂y
= P1(1) ∑

yk

εkk!

∞
k=0

 

 

و اعمال  شلالارط   (23) فوق  آمده اد راب  ب  دسلالا با نتایج   
در محل مشلالاترک آب و محیی متخ خلح  (22  راب ) پیوسلالاتگی

 توان نوش :می

(24) P2(1) = P1(1) ∑
yk

εkk!

∞
k=0

 

 

ان  ب  هم   DTM در ادام ح برای نشلالالاان دادن  این امر ک  حل     
من ر شودح روابی  بین   حل تح ی ی حل  دقیق  ارائ  شده در بخش 

توان سادیم. با اندکی تأمل میم هولام  این دو حل را روشن می
و هلالاملالاچلالانلالایلالان   دریلالاافلالا  کلالا  علالاملالا     

 هستند: 

(25)  

P1(0) با توج  ب  اینک   = شدح می 0 1با 2c c    س   ب  د
س  P2(0)  تفاده اد راب خواهد آمد. حال با ا = P

∗ − P2(1)h    ک
س  اد قبل  شد    و قرار آمده ب  د ضرایب تعریف  3هدادن  4,c c 

c4  راب  حدر آن = P∗ − c3h گذاری  با جایتی   خواهد شلالاد. ن
P2(1) مقادیر  = c3, P1(1) =

1

ε
c2   ن آن را اتو( می24)  در راب

 دیر بادنویسی نمود:صورم   ب

(26) c3 = c2
1

ε
∑

yk

εkk!

∞
k=0

 

 

قادیر   با قرار   مده  ب  دسلالالا   دادن م ,P2(1) برای آ P2(0) 
ضرایب    سب  ,c3 برح c4فاکتورگیری اد عامل  ( و 19)  در راب  ح

 توان نوش :سادی آنح میمشترک و ساده
 

(27) P1(1)(d − h)∑
yk

εkk!

∞
k=0 = ε − P∗

 
 

شترک  آب و محیی  متخ خل   هم  شرط  مردی  م ک    چنین اد 
 داریم: سادی( شدح پس اد ساده21)  اد ی  سو من ر ب  راب 

 

 

 

 
 

(28) 

P1(1) = (∑
yk

εkk!

∞

k=0

− 1)

−1

= 

 

−
1

2
+ (

ε

y
) +

1

12
(
y

ε
) −

1

720
(
y

ε
)3 +⋯ =

1

−1+ey/ε

 

 

وابی راد   آمده برای ب  دس   گذاری  راب حال با جای 
توان می صورم ک ی برای مقادیر مخت ف فشار  ب حبیان شده

1( )P y

2 ( )P y

2 2 2( ) (0) (1)P d P P d   

*

2 2(0) (1)P P P h 

1 1 1
1

( ) (1)
!

k

k
k

d
P d P

k









 
  

 


1 2,
P P

y d P
y y


 

   
 

1 1 2(0)P c c 

2 4 2 3(0) , (1)P c P c 

1 1 2

1 2 1 2

(0)

1
(1) (1)

P c c

P c P c


 



  


1(1)P
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 نوش  ک :
 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
p1(y) = (∑

dk

εkk!
− 1

∞

k=0

)

−1

∑
yk

εk−1k!

∞

k=1

p ≤ ε

p2(y) = P
∗ − [∑

dk

εkk!

∞

k=0

(∑
dk

εkk!
− 1

∞

k=0

)

−1

] h +

         [∑
dk

εkk!

∞

k=0

(∑
dk

εkk!
− 1

∞

k=0

)

−1

] yp > ε

 

(29) 

س  ب  حل  دقیق        سی ی نیز توان بنابراینح روش  تبدیل  دیفران
صلالاورم کامل ارائ  شلالاده   ک  در پیوسلالا  ب (45  راب ) مسلالاه  
ح حل  فوق برای نخستین  لادم ب  ذکر اس  ک  دس  یابد.  اس ح  

با توج  شود.ان ام می ب  روش تبدیل دیفرانسی ی بار اس  ک 

,hو مع وم بودن مقادیر (1) ب  شلالاکل  ε, p∗  ح مسلالاه  طبق فرض
محل سلالا ح آداد نشلالا  در   ح(28)  گذاری در راب پس اد جای

 ب  دسلالا  ح (1) شلالاکلبعدی آب اد بالای سلالاتون ی  d ارتفاع
 خواهد آمد. 

 
 نتایج و بحث

توان آمدهح می ب  دس  اری موارد گذب  حل فوق و جای با توج 
 صورم دیر بادنویسی کرد:  مسه   را ب DTMحل 
و   [32] صلالاورم تح ی یح فیزیکی  با دانسلالاتن حل مسلالاه   ب 

سترده    شار گ ستونی  [32] (Extended Pressure) روش ف ح برای 
فاع    ب  ارت و هد   و فشلالالاار حداک ر   آب 
  هاینتایج حاصلالال اد روش  ح ب  مقایسلالا فشلالااری پای

 (2) ( م ابق جدول 29  راب  ) فوق با روش تبدیل دیفرانسلالالای ی 
 پردادیم:می

 
 های مخت فبعدی در ارتفاع مشخص ب  روشی آمده برای فشار ستون آب  ب  دس نتایج   مقایس  2جدول 

 

 P (m) فشار مقدار خ ا نسب  ب  روش تح ی ی
 y ارتفاع

(m) فشار گسترده تبدیل دیفرانسی ی 
 روش تبدیل دیفرانسی ی

(DTM) 

 روش فشار گسترده
(EP) [32] 

 حل فیزیکی حل تح ی ی
[32] 

0/00 0/00 0/00 00/0 00/0 00/0 0 
00/0 00/0 0/0000143 00/0 00/0 00/0 5/0 
00/0 00/0 0053300/0 00/0 00/0 00/0 1 
00/0 00/0 015900/0 00/0 00/0 00/0 5/1 
00/0 00/0 044700/0 00/0 00/0 00/0 2 
00/0 00/0 23001/0 001/0 001/0 00/0 5/2 
00/0 -0/001 360003/0 002/0 003/0 00/0 3 
00/0 -0/003 149009/0 006/0 009/0 00/0 5/3 
00/0 -0/005 885024/0 019/0 024/0 00/0 4 

00/0 -0/011 660067/0 056/0 067/0 00/0 5/4 

00/0 -0/0016 934183/0 167/0 183/0 00/0 5 

00/0 00/0 5/0 5/0 5/0 5/0 5/5 

00/0 00/0 1 1 1 1 6 

00/0 00/0 5/1 5/1 5/1 5/1 5/6 

00/0 00/0 2 2 2 2 7 

00/0 00/0 5/2 5/2 5/2 5/2 5/7 

00/0 00/0 3 3 3 3 8 

00/0 00/0 5/3 5/3 5/3 5/3 5/8 

00/0 00/0 4 4 4 4 9 

00/0 00/0 5/4 5/4 5/4 5/4 5/9 

00/0 00/0 5 5 5 5 10 

 

10h m* 5P m

0.5m 



 ...کاربرد روش تبدیل دیفرانسی ی در تعیین س ح آداد نش  محیی متخ خل 12
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توان ح می(2) آمده اد جدول ب  دس ب  مقادیر  با توج  
های دیگر دریاف  ک  روش تبدیل دیفرانسی ی در مقایس  با روش

 اس . برخوردار بوده نسب  ب  روش تح ی ی اد دق  قابل قبولی

فوق نسب  ب  دیگر   البت  باید توج  کرد ک  حل فیزیکی مسه 
هره برده و این نکت  را باید در نظر گرف  ها اد دق  پایینی بروش

اد ح م کمتری اد  (DTM) ک  حل ب  روش تبدیل دیفرانسی ی

آمده  ب  دس محاسبام برخوردار اس . در ادام ح نتایج عددی 

گردد. همچنین ارائ  می (2) (ح در شکل2جدول (هااد این روش
تن مقدار نظر گرف (ح با در2 )یا مقادیر جدول (2) با توج  ب  شکل

توان دریاف  ک  عنوان هد پای ح می  متر ب 5/0هد فشاری بیش اد 

 متری اد بالای ستون آب شکل 5/5س ح آداد نش  در فاص   
( 28)  دادن مقادیر مع وم در راب  این امر اد قرار قرار دارد. (1)

 نیز قابل محاسب  اس .

 

 
 

 

εبعدی ب  ارتفاع ده متر با ی دیفرانسی ی و روش دیگر در ستون آب  آمده اد روش تبدیل ب  دس مقایس  نتایج   2 شکل = 0.5m 

 

 
 

εدیفرانسی ی در ستون آب ی  بعدی با و تبدیل  حل تح ی یهای فیزیکیح آمده اد روش ب  دس مقایس  نتایج   3 شکل = 0.1m 
 



 13 سعید ابریشمی - احمدآفتابی ثانی - برادران محمدصالح

 

 

مهندسی عمران فردوسی  نشری 3140ح ی  همح شمارهفتسال سی و        

 

 
 

εل دیفرانسی ی در ستون آب ی  بعدی با های فیزیکیح حل تح ی ی و تبدیآمده اد روش ب  دس مقایس  نتایج   4 شکل = 0.8m 

 
 
 پیداس ح حل ب  روش فشار (2-4های )شکلطور ک  اد  همان

و تبدیل دیفرانسی ی  (Analyticalح تح ی ی )(EPگسترده )
(DTMح نشان)انتقال آرام بین س ح متخ خل و  من ق هدهند 

ک  این انتقال در حل  خش  و س ح مرطوب اس  در صورتی

ب  این امرح  با توج صورم شکست  بوده و   ش فیزیکی بب  رو
حل ب  دو روش فوقح بیانگر محل دقیق س ح آداد نش  همانند 

توان بیان کرد ک  با همچنین می حل ب  روش فیزیکی نیستند.
های روش تبدیل دیفرانسی ی و حل ح پاسخ εافزایش مقدار 

 گردند.تح ی ی بر یکدیگر بیشتر من بق می
 

 گیرینتیجه
س ح آداد نش  در    هدر پژوهش حاضرح سعی بر آن شد تا مس

حاکم بر   ک  معادل بعدی آب شامل محی ی متخ خلی ستون 

ح ب  روش تبدیل دیفرانسی ی حل لاپ س اس   همان معادلن آ
های موجود دیگر مانند حل فیزیکی و گردد و نتایج آن با روش

ب  های برخی اد یافت گسترده مقایس  گردد.  حل ب  روش فشار

 باشند:مده اد پژوهش حاضر ب  شرح دیر میآ دس 
هایی بسیار حل ب  روش تبدیل دیفرانسی ی قادر ب  تولید جواب. 1

گسترده و حل تح ی ی اس   های فشارنزدی  ب  جواب روش

تر دقیقخصوص در ستون فوقانی آبح بسیار   و این نتایج ب
 .باشنداد حل ب  روش فیزیکی می

پای  بسی سری تی ور  حل ب  روش تبدیل دیفرانسی ی ک  بر. 2

 باشدح اد ح م محاسبام کمتری نسب  ب  روش فشارتابع می
گسترده و روش تح ی ی برخوردار اس  و همین مزیتی اس  

 روند تا اد برود اشتباهام محاسباتی در طولانی شدن

 ده ج وگیری گردد.یچیمحاسبام پ

ده و تبدیل دیفرانسی ی و همچنین روش های فشار گسترروش. 3
تح ی یح دارای ناحی  انتقالی آرام بین محیی خش  و متخ خل 

باشند ک  این امر در مورد روش فیزیکیح و محیی مرطوب می
باشد. همین موضوع صورم ناحی  شکست  و ناگهانی می  ب

شود ک  محل دقیق س ح آداد نش ح در روش باعث می
گردد و شکارتر آهای بیان شدهح گر روشفیزیکیح ب  نسب  دی
 تر تشخیص داد.بتوان آن را راح 

 

 فهرست علائم
P حهد فشاری m 
y حارتفاع m 

ε   حهد پای m 

 
 ب عدییک آب ستون  تحلیلی حل پیوست: 

ستی حل ب  روش   س  نتایج آنح در  DTMبرای اثبام در ح و مقای
سه   این بخش ب  حل تح ی ی  ستون     م ش  در  بعدی آب ی ن

 ( شروع کرده و داریم:5)  اد بخش  اول  معادلایم. پرداخت 



 ... خلکاربرد روش تبدیل دیفرانسی ی در تعیین س ح آداد نش  محیی متخ 14
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(30)  

خ  ی همگن با    دیفرانسلالایل  معمولی  فوقح ی  معادل  معادل 

اسلالا . با    دو با جواب  عمومی   ضلالارایب  ثاب   مرتب
 ( داریم: 30)  گذاری  این پاسخ در معادلجای

 

(31)  

د صلالافر باشلالاد. بنابراین با   توانبدیهی اسلالا  بخش  اول نمی 

ب  دسلالالا    صلالالافر قراردادن  پرانتزح دو جواب  
 خواهد آمد. یعنی:

(32)  

 شود.گیری  مستقیم حل می ( با دو بار انتگرال5دوم  )  معادل 

 در نتی   خواهیم داش :

(33)  

خود مقداری نامعین در    d باشلالالادح ک     هنگامی ک    
اسلالالا  و باید اد    یعنی 2pو  1p محل  اشلالالاتراک  دو مرد  

ب  توان معادلام  آیدح می ب  دسلالا   y=d در d پیوسلالاتگی  توابع 

 صورم  دیر نوش : را ب  2p و 1p آمده برای مقادیر دس 

(34)  

(35)  

اسلالالا ح   کند  در محل  پیوسلالالاتگی  مرد ک  بیان می    
 توانیم بنویسیم:می

(36)  

اد معادلام   گیری مرتب  اول با اعمال  شلالالارط  فوق یعنی مشلالالاتق  

 ها خواهیم داش :و برابر قراردادن آن y ( نسب  ب 35 -34)
 

(37) c3 =
1

ε
c2e

y

ε

 

 

 گاه  باشلالالاد آن  ( داریم ک  اگر  5)  اد معادل   
خواهیم   دادن شلالالارط  فوق در معادل  باشلالالادح پس با قرار  می

 داش :

(38) c1 + c2 = 0
 
 

در نظر  ریم ک  اگر ( دا5)  چنین دوباره اد معادل  هم 
دادن شرط  فوق  باشدح پس با قرارمی گاه گرفت  شود آن

 خواهیم داش :   در معادل

(39) p∗ = c3h + c4  

  دسلالا  ب  تا با توج  ب  معادلاتی ک  برای ضلالارایب   
 توانیم بنویسیم ک :طور خ ص  می آمدهح ب 

 

 

 

 

 

 

(40) 

 

( و  35آمده در روابی  ) دسلالالا  گذاری ضلالالارایب  ب با جای 
سب طور ک  می ( همان34) س   2cبینیمح هم  برح آمده و  ب  د
 توانیم بنویسیم ک :می

 

(41)  

 در نتی  :
 

(42) c2 =
ε

(e
d
ε−1)

 

 

( برای40)  آمده اد راب    ب  دسلالالا  گذاری مقادیر   با جای   

3 4,c c  وریمآ ب  دس دیر را   توانیم راب ( می34)  در راب: 
 

(43) c2e
d

ε = (
d

ε
−

h

ε
) + p∗ = ε

 

 

آمده  دسلالالا  و همچنین معادلام  ب     با توج  ب  این معادل       
توان هر (ح می40)  ها طبق راب و ارتباط بین آن برای ضرایب  

 س  آورد:طور مستقلح همانند دیر ب  درا ب   تا ضریب  
 

 

 

 

 

(44) 

c1 = −
ε

(e
d
ε − 1)

; c2 =
ε

(e
d
ε − 1)

; 

 

c3 =
e
d
ε

(e
d
ε−1)

; c4 = p
∗ −

he
d
ε

(e
d
ε−1)

 

 

  

( 44)  آمده اد راب دس  گذاری ضرایب  ب  سپس با جای 

سادی و ساده ( و همچنین تقسیم  طرف  راس  بر43)  در معادل
 رسیم: دیر می  ن ب  معادلآ

 

2

1 1

2

d d1
0

dy dy

p p


  

yp Ae 

2 1
( ) 0yAe   


 

0 , 1   

1

0

1 1 2

y
yp c e c e  

2 3 4p c y c 

y d

p 

1 3 4p c d c   

2 1 2

d

p c c e    

p 

1 2p p

y y
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y h
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(45)  

طور ک  مشاهده گردیدح با استفاده اد حل  تح ی یح  همان 
دانستیم ک  در محل  ک  در ابتدا نامع وم بود و فقی می d مقدار 

با آمد.  ب  دس ( 45)  اس ح طبق  راب  و مرد  مشترک  

 ح(1) شکل مسه  (ح طبق فرضیام 45)  ب  اینک  در راب  توج 
,h مقادیر ε, p∗  توان ب  ها میگذاری آنمع وم هستندح با جای

دس  یاف . همچنین تمامی ثواب   م هول   d مقدار م هول
 (1) موجود در پاسخ و توابع  م هول  فشار در هر دو بخش  شکل
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