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1. Introduction  
The fundamental assumption of the third-order 

acceleration method is that the changes in acceleration 

over the time interval Δt are represented by a cubic 

polynomial. To quantitatively compare the error of this 

method with other numerical methods, a linear single-

degree-of-freedom system was considered. Next, this 

system was subjected to a harmonic sinusoidal load with a 

specific frequency. Using second-order and third-order 

acceleration methods, as well as other numerical methods, 

the errors were quantitatively calculated and compared 

using the root mean square error (RMSE) criterion. In 

addition, cubic polynomials for error trends in terms of 

time step and damping were obtained, which showed a 

high correlation with the actual values.  

2. Quantitative Comparison of the Error of Different 

Numerical Methods  

In this section, to quantitatively compare the errors of 

different methods, a linear mass-spring-damper system 

with a frequency of 1 Hz was considered. The analytical 

response of this system to harmonic sinusoidal loading is 

available in structural dynamics textbooks. For this 

system, damping ratios of 1%, 2%, 5%, 10%, and 20% 

were considered. The harmonic loading frequency varied 

from 0.01 Hz to 3 Hz with an increment of 0.01 Hz. For 

300 harmonic loadings, the RMSE was calculated for Δt 

values of 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.10, 0.12, 0.14, 0.16, 

0.18, and 0.20 seconds. The number of points considered 

for calculating the RMSE criterion was 1001 points. For 

12 methods, there are 50 data points for ten Δt values and 

five damping ratios. The average error for different Δt 

values and the average damping ratios for each method are 

defined as the average mean errors. In the bar chart shown 

in Figure 1, the average mean error values for different 

time steps are presented for the 12 methods mentioned in 

this article. At the top of the bar chart of each method, a 

number is shown in a box indicating the error ratio of the 

0.2-second time step to the 0.02-second time step. The 

highest ratio is related to the enhanced Jennings method 

with a ratio of 19940, indicating the high sensitivity of this 

method to the time step. The lowest ratios are related to the 

Wilson-Theta method with a ratio of 3.946, indicating the 

low sensitivity of this method to the time step. For other 

methods, these ratios are two-digit numbers.  

By calculating the average value of ten errors related to 

different time steps, the following results were obtained.  

The lowest error is related to the enhanced Jennings 

method with a ratio of 1, and the order of increasing error 

is as follows: 

 Third-order acceleration method (Extended Unit 

Weighting Function) with an error ratio of 8.805  

 Jennings method with an error ratio of 8.805  

 Third-order acceleration method (Extended Petrov-

Galerkin Weighting Function) with an error ratio of 

8.819  

 Third-order acceleration method (Extended Least 

Squares Weighting Function) with an error ratio of 

8.819  

 Second-order acceleration method (Unit Weighting 

Function) with an error ratio of 9.044  

 Second-order acceleration method (Petrov-Galerkin 

Weighting Function) with an error ratio of 9.556  

 Second-order acceleration method (Least Squares 

Weighting Function) with an error ratio of 9.556  

 Newmark Method (Linear Acceleration) with an 

error ratio of 45.18  
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Figure 1: Average mean errors of different numerical methods for various damping ratios and 

 Δt values from 0.02 seconds to 0.2 seconds 

 

 Wilson-Theta Method with an error ratio of 67.19  

 Newmark Method (Average Acceleration) with an 

error ratio of 69.16  

 Central Difference Method with an error ratio of 

142.7 

 

3. Conclusion 

In this article, the third-order acceleration method was 

extended using unit weighting functions, Petrov-Galerkin 

weighting functions, and least squares weighting 

functions. Subsequently, a single-degree-of-freedom 

system with a frequency of 1 Hz and damping ratios of 1%, 

2%, 5%, 10%, and 20% was considered under harmonic 

loading. The harmonic loading frequency varied from 0.01 

Hz to 3 Hz in increments of 0.01 Hz, and its analytical 

(exact) response was calculated. Afterwards, the response 

of this structure was calculated using the third-order 

acceleration method, second-order acceleration method, 

Newmark method (average acceleration method and linear 

acceleration method), Wilson method, central difference 

method, Jennings method, and enhanced Jennings method. 

The error for each method was calculated using the RMSE 

criterion. This was performed for ten Δt values, with the 

smallest being 0.02 seconds and the largest being 0.20 

seconds. The results showed that the greatest error 

reduction in the third-order acceleration method compared 

to the second-order acceleration method occurred for a 

damping ratio of 1% and Δt = 0.2 seconds. The least error 

for all Δt values was related to the enhanced Jennings 

method. 

Given that the analysis was conducted for ten time 

steps and five damping ratios, each method included fifty 

average errors. By averaging these fifty errors, the average 

of the average errors was obtained, with the smallest being 

related to the enhanced Jennings method and the largest to 

the central difference method. The Jennings method and 

the third-order acceleration method had approximately the 

same error, with their error ratio to the minimum error 

being about 8.8. 

Finally, the error trends concerning time step and 

damping were examined, and cubic polynomial 

relationships were proposed that had a high correlation 

with their actual values. 
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باشد. برای مقایسه کمی   ای درجه سوم می به صورت یک چندجمله ، Δtاین است که تغییرات شتاب در بازه زمانی    3شتاب مرتبه  فرض اساسی روش     چکیده
سی با               روش با دیگر روشمیزان خطای این  سینو ستم بارگذاری هارمونیک  سی سپس، به این  شد.  ستم یک درجه آزاد خطی در نظر گرفته  سی های عددی، یک 

های عددی دیگر و با استفاده از معیار جذر   های عددی شتاب مرتبه دوم و نیز روش شتاب مرتبه سوم و روش   فرکانس مشخص اعمال گردید. با استفاده از روش  

شدند.        نگین مربعات، خطاهای روشمیا سه  شده و با یکدیگر مقای سبه  صورت کمی محا   راتییروند تغ یبرا 3درجه  ییهایاچندجمله ،نیهمچنهای مختلف به 
 آن داشت. یواقع ریبا مقاد یمناسب اریبس یبدست آمد که همبستگ ییرایو م یخطا بر حسب گام زمان

 

 .، برازش منحنیت، خطای جذر میانگین مربعاگیری مستقیم زمانیدار، انتگرالانتگرال باقیمانده وزن تابع وزنی، ،3روش شتاب مرتبه   کلیدی ه هایواژ
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 1403، دو هم، شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی هنشری

 مقدمه 
و  یها به دو صورت خطسازه یکینامیرفتار د ،یحالت کل در
 نیحاکم بر ا لیفرانسیکه معادله د شودیدر نظر گرفته م یرخطیغ

 کهیمرتبه دوم خواهد بود بطور لیفرانسیمعادله د کی ،هاستمیس
و روش  یروش جمع آثار مد یبه دو دسته کل ،حل آن یهاروش

 شود. یم یبنددسته یزمان میمستق یریگانتگرال

موردنظر  tاگر پاسخ سازه در لحظه  ،یخط یهاستمیدر س 
[ به t0,ابتدا بازه ] ،یزمان میگیری مستقباشد، طبق روش انتگرال

n ها بازه ریز نیشده که معمولا  طول ا میبازه تقس ریز(∆t)  را با

t∆)   هابازه ریز نیاز ا کیدر هر  .رندیگیدر نظر م یهم مساو =

t

n
هر گام  یو پاسخ در انتها بودهثابت  یسازه مانند سخت خواص (

 یبرا هیاول طیپاسخ به عنوان شرا نیو سپس از ا شودیمحاسبه م

 شود. یاستفاده م یبعد امگ
روش  دار،یمشروط پا یزمان یریگانتگرال یروش ها نیاز ب 

به علت دقت خوب،  یو تفاضل مرکز ومارکین یشتاب خط یها
 کیدو روش کلاس نیکه در ا رندیگیمورد استفاده قرار م شتریب

در . کندیم رییتغ یاکثر بصورت خط حد ،شتاب راتییمرتبه تغ
بصورت  یشتاب در هر گام زمان راتییمرتبه تغ، [1]مرجع 

 تابع چهار مرتبه  یاچند جمله جهیفرض شده که در نت یسهمو
این مقاله به  مجهول خواهد بود. بیضر پنج یدارا ،ییجابجا

مرتبه عنوان مرجع اصلی در نظر گرفته شد با این تفاوت که 

در نظر گرفته  3درجه بصورت  یشتاب در هر گام زمان راتییتغ
ای در این حالت که شتاب به صورت چندجملهشد. در نتیجه، 

با  5بع جابجایی، یک تابع درجه تا ؛مرتبه سوم در نظر گرفته شد

مرتبه شتاب، تعداد  شیفزابا ا نکهیتوجه به اشش ضریب بود. با 
 ینسبت به روش ها لوریت یدر بسط سر یشتریجملات ب

که  رودیانتظار م نیبنابرا ؛شودیموجود در نظر گرفته م کیکلاس

، دقت آن نسبت به 3درجه با مرتبه شتاب  یشنهادیدر روش پ
 برای محاسبهروش  نیبالاتر باشد. در ادیگر  کیکلاس یروش ها

 و نیواحد، پترو گالرک ؛یتابع وزن سهدار از وزن ماندهیانتگرال باق

 .شدحداقل مربعات استفاده 
 دهیارائه گرد یروش شتاب سهمو ونیفرمولاس [1]مرجع  در 

به صورت  یشتاب در هر گام زمان راتییروش، تغ نیاست. در ا

شتاب در  راتییتغ مقاله نای در. استدر نظر گرفته شده 2درجه 
 نیدر نظر گرفته شد که ا 3به صورت درجه  یهر گام زمان

نویسندگان این مقاله بر این . باشدیم مقاله نیا یموضوع نوآور

اولین بار است که لااقل  ایبر 3باورند که بسط روش شتاب مرتبه 
پاسخ  [1]لازم به ذکر است در مرجع د. شودر ایران انجام می

 یتحت بارگذار یخط ریبا رفتار غ یساختمان برش کی قیدق

آن با روش  یبیاست و سپس پاسخ تقر دهیمحاسبه گرد ینوسیس
است و به  دهیمحاسبه گرد یو روش شتاب سهمو ومارکین

پاسخ طبقات اول و دوم با  ،یزمان خچهیتار هایصورت نمودار

در  رسدیکه بنظر م ی. نقصاستدهش سهیآنها مقا قیپاسخ دق
 هایبا پاسخ یبیتقر هایاست که پاسخ نیوجود دارد، ا [1]مرجع 

 در. اندشده سهیمقا یو نمودار یفیمتناظرشان به صورت ک قیدق

 یکم به صورت عددی، مختلف روش 12 هایخطا مقاله، نای
 گریکدیمحاسبه شده و با فرکانس بارگذاری  300برای (  ی)عدد

( تیبا استفاده از پارامتر )کم گر،دی عبارت به. اندشده سهیمقا

به  گریکدیمختلف با  هایروش هایخطا ،مربعات نیانگیجذر م
 سهیمقاگام زمانی  درصد و ده  20و  10، 5، 2، 1های ازای میرایی

برای مقایسه . اند که منجر به حجم زیادی داده گردیده استشده
های های مختلف با یکدیگر، میانگین خطاهای فرکانسروش

گیری های لازم انجام شده مختلف با یکدیگر مقایسه شده و نتیجه
به روش شتاب مرتبه  ،روش شتاب سهموی ،نای بر است. علاوه

با روش شتاب  ،روش نیا یخطا زانیسوم بسط داده شده و م
-لازم انجام شده هاییرگیجهیو نت سهیمقا ،(یمرتبه دوم )سهمو

 .است

دار با ، یک روش باقیمانده وزن[1] غلامپور و همکاران 
 یخطغیر یکینامیمسائل دحل  یبرا یاستفاده از چند تابع وزن

در هر گام را شتاب  راتییمرتبه تغآنها  .نمودندسازه ها ارائه 

 یاچندجمله جهیدر نتنمودند. فرض  یهموسورت صب یزمان
بود و لازم بود که پنج ضریب مجهول  4درجه جابجایی مربوطه از 

ای محاسبه گردد. آنها برای محاسبه این پنج ضریب این چندجمله

 5مجهول از پنج معادله استفاده کردند. آنها سه معادله از این 
معادله را از ارضای معادلات جابجایی، سرعت و شتاب در ابتدای 

محاسبه انتگرال  دو معادله دیگر را با هر گام بدست آوردند و

 ن،یواحد، پترو گالرک ؛ یچهار تابع وزنباقیمانده وزندار و با 
بدست آوردند. آنها اذعان داشتند که  شنیحداقل مربعات و کالوک

-حاصل میاز روش شتاب سهموی پاسخ های بهتر و دقیق تری

 گردد.
نیومارک  صریحبه بررسی روش  ،[2](Chang) چانگ 

است. او پرداخت که بر اساس نتایج ارزیابی تحلیلی انجام شده
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

اذعان داشت در حل گام به گام یک سیستم الاستیک خطی، یک 
تواند بر پایه نتایج ارزیابی تحلیلی انتخاب گام زمانی مناسب می

شود؛ اگر چه هیچ راهی برای انتخاب یک گام زمانی مناسب برای 

او در این  ک سیستم غیر خطی وجود ندارد.گیری دقیق یانتگرال
های عددی ای، ویژگیخطی لحظهدرجه غیر مطالعه بعد از معرفی

روش صریح نیومارک رابه صورت تحلیلی موردارزیابی قرار داد. 

او بیان کرد که حد پایداری بالایی برای یک سیستم الاستیک 
خت اغلب در مقاومت س که این مقدار، ،است 2خطی برابر با 

کند و در مقاومت نرم شدگی شدگی لحظه ای،کاهش پیدا می

 کند.لحظه ای، افزایش پیدا می
، روش جنینگز را با استفاده از [4]محمودآبادی و همکاران  

آنها به صورت  .تابع درونیابی اسپلاین درجه سه ارتقاء دادند

ای مزیت ها و معایب روش جنینگز که مبتنی بر روابط مقایسه
فرض تغییرات خطی تحریک بود را نسبت به روش  دقیق و

  .درونیابی اسپلاین ارزیابی نمودند
شبه  یخطریپاسخ غ یهافیط، [5] حسینیمحمودآبادی و  

ثابت با شتاب  یریبا شکل پذ کیپلاست الاستو یهاستمیشتاب س
با  زیو ن کیتحر یخط یابینگاشت السنترو که با روش درون 

 گریکدیبا  ،به دست آمده بود یمکعب نیاستفاده از تابع اسپلا
 یها یریشکل پذ یبرا یخط ریپاسخ غ یهافی. طکردند سهیمقا
 محاسبه شدند.  8و  4، 2، 5/1، 1

شرح  لیبه تفص 3، روش شتاب مرتبه 2در بخش در ادامه  
به مقاله  7و  6، 5، 4, 3 یدر بخش ها نیداده شده است. همچن

)روش شتاب  ومارک،ی، روش ن 2شتاب مرتبه  یروش ها بیترت

و  یروش تفاضل مرکز لسون،ی(، روش ویمتوسط و شتاب خط
 درشرح داده شده است.  افتهیارتقاء  نگزیو جن نگزیروش جن

از  یفیتحت ط یدرجه آزاد خط کی ستمیس کی، 8بخش 

 یبه روش هاهای مختلف با فرکانس ینوسیس یها یبارگذار
مختلف با  یروش ها یاست و خطا دهیگرد لیفوق الذکر، تحل

و  یریگ جهی، نت9و در بخش انیپا درشده اند.  سهیمقا گریگدی

 آمده است. یبعد یکارها یبرا شنهاداتیپ
 

  3شتاب مرتبه روش 

با رفتار یک درجه آزاد سازه   کی یحرکت برا لیفرانس ید معادله
 :شودیم فیتعر ریبصورت رابطه ز یخط

(1)Mÿ  +  Cẏ +  Ky =  P(t)                                                      

و سختی   ییرایم ،جرم بیبه ترت Kو  M، Cرابطه  نیدر ا که 
 بیبه ترت ÿ و y،ẏ وارده به سااازه و  یروین P(t) اساات. سااازه
 ،3شااتاب مرتبه روش . در اسااتساارعت و شااتاب  ،ییجابجا

  یاچند جمله کیبصاااورت  یشاااتاب در هر گام زمان راتییتغ
مکان  رییتغ معادله ،جهیدر نت .شااودگرفته میدر نظر  سااوممرتبه 

کامل مرتبه     یاتابع چند جمله    کی بصاااورت  یدر هر گام زمان  

 :گرددیم بیان ریصورت رابطه زه تابع ب نیخواهد بود که ا پنج
(2) yy(tt) == aatt55 ++ bbtt44 ++ cctt33 ++ ddtt22 ++ etet ++ ff                              

که   هستندثابت مجهول  بیضر شش  fتا aرابطه  نیدر ا که 

 .شوند هسبامح یدر هر گام زمانباید 
توابع سرعت و   نسبت به زمان،  ( 2از رابطه ) یریمشتق گ  با 

 :ندیآیبدست م ریشتاب بصورت روابط ز

(3)                 ẏ(t) = 5at4 + 4bt3 + 3ct2 + 2dt + e 
(4)  ÿ( t) = 20at3 + 12bt2 + 6ct + 2d                   

ثابت مجهول در هر گام   بیضاار شااش نیمحاساابه ا یبرا 
روابط   یسااه معادله از ارضااا .میدار ازیمعادله ن شااشبه  ،یزمان
یبدست م  یگام زمانره یو سرعت و شتاب در ابتدا   ییجاهجاب

 :باشدبه صورت رابطه زیر می که دیآ

(5)   y(t = 0) = f = yo  
(6)   ẏ(t = 0) = e =  yȯ    
(7)   ÿ((tt == 00)) == 22dd ==  ÿo 

تدا      یبا ارضاااا  یطرف از  له حرکت در اب عاد  یگام زمان   یم
 :میدار

(8)  M ÿo + C yȯ + K yo =  Po  

(  8در رابطه )  (7( و )6و ) (5روابط ) یگذار یبا جا   نیبنابرا  
 :میدار

(9    )      d =
 Po−C.e−K.f 

2M
  M(2d) + C(e) + K(f) =  Po → 

معادله حرکت در  ی( از ارضاا 8طبق معادله ) ،چهارم معادله 
 .دیآیبدست م یگام زمان یانتها

 

(10) M.  ÿ∆t + C.  ẏ∆𝑡 + K.  y∆t =  P∆t  
 

M. (20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d) + C. (5a∆t4 +

4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e) +  

K(a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t + f) =  P∆t 

(11) 
  یها مانند روش   یروش عدد  نیدر ا میدان یکه م  همانطور  
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بودن معادله تعادل حرکت در      یبیتقر لی به دل  ،گرید کی کلاسااا
  ماندهیتابع باق کی جهیدر نت؛ شود یبطور کامل ارضا نم  [t0,بازه ]

 :[1] کهیکرد، بطور فیتعر توانیم

(12) remainder =  P −  M ÿ  −  C ẏ  − Ky 

  ماندهیاز انتگرال باق ماندهیتابع باق نیا یحداقل ساز یبرا که 
 :که میکنیاستفاده م یوزن

(13) ∫ Wi × (remainder)dt = 0
∆t

0
 

ط  نیدر ا که     افتنی  یبرا .باشاااد  یم یوزنتابع   Wiه، راب
صورت زیر  را در ادامه  یتوابع وزن cو  a، bمجهول  بیضرا  به 

سبه حال با  .گیریممیدر نظر  در هر  مجهول ثابت شش  نیا محا
با اسااتفاده از روابط   یهر گام زمان یپاسااخ در انتها ،یگام زمان

 :شودیمحاسبه م ریز

(14) yy(tt) == aa∆t55 ++ bb∆t44 ++ cc∆t33 ++ dd∆t22 ++ ee∆t ++ ff  
(15)  ẏ(t) = 5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e    

(16)  ÿ(t) = 20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d   
در  یبعد یگام زمان یبرا هیاول طیپاسخ به عنوان شرا نیا 

    استفاده  یگام بعد یمجددا  برا ،نظر گرفته شده و روابط فوق
. دیمورد نظر بدست آ لحظهدر انتها پاسخ در کهیبطور ؛شودیم

بسط داده  نیپتروگالرک ،بسط داده شده واحدنی  بع وزوات نیحال ا
 :شوندیم فیتعر ریحداقل مربعات بصورت زو شده 

 
 بسط داده شده تابع وزنی واحد

( 31رابطه ) t2W=و  1W=1 توابع وزنی در این حالت با استفاده از
 :شودبه صورت رابطه زیر تبدیل می

(17) ∫ (remainder)dt = 0
∆t

0
 

(18) ∫ t(remainder)dt = 0
∆t

0
 

عادلات )    حال حال    مان م عادلات )با در نظر گرفتن همز مان م و  ( 17و )و )( 11با در نظر گرفتن همز

 .شوندشوندمیمی  محاسبه cو  b وو a مجهولاتمجهولات (18)
 

 بسط داده شدهتابع وزنی پترو گالرکین 
  :شودشودتابع وزنی بصورت زیر تعریف میتابع وزنی بصورت زیر تعریف می  سهسهدر این روش در این روش 

(19)   W1 = t  و  W2 = t2 و W3 = t3  

روابط روابط  به به  ( 13رابطه )رابطه )   ،،بنابراین با توجه به این دو تابع وزنیبنابراین با توجه به این دو تابع وزنی      

  :شودشودزیر تبدیل میزیر تبدیل می
(20)  ∫ t (remainder)dt = 0

∆t

0
  

(21) ∫ t2(remainder)dt = 0
∆t

0
 

(22) ∫ t3(remainder)dt = 0
∆t

0
    

(  20با حل همزمان معادلات )با حل همزمان معادلات ) c وو  bوو a در نتیجه مجهولاتدر نتیجه مجهولات 
 .آیندآیندبدست میبدست می (22و ) (21و )و )

 

  تابع وزنی حداقل مربعات
 ::شودشودمربع تابع باقیمانده بصورت رابطه زیر بیان میمربع تابع باقیمانده بصورت رابطه زیر بیان می

(remainder)2 = ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + ky(t) − P(t)]2
Δt

0

dt 

(23) 

سازی این تابع باقیمانده   سازی این تابع باقیماندهبرای حداقل  معادله زیر را در معادله زیر را در سه سه  ، برای حداقل 
 ::گیریمگیریممیمینظر نظر 

 

((24) ∂(remainder)2

∂a
= 0 

((25) ∂(remainder)2

∂b
= 0  

((26) ∂(remainder)2

∂c
= 0  

 

عادلا         کارگیری م با ب نابراین  عادلاب کارگیری م با ب نابراین  در در ( 22))  ( و( و2121(، )(، )2020ت )ت )ب

 ::داریمداریم، ، (26))وو  ((2525))و و ( 24معادلات )معادلات )

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0

 

             (m
∂ÿ(t)

∂a
+ C

∂ẏ(t)

∂a
+ K

∂y(t)

∂a
) dt = 0 

(27) 

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0

 

            (m
∂ÿ(t)

∂b
+ C

∂ẏ(t)

∂b
+ K

∂y(t)

∂b
) dt = 0 

(28) 

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0

 

            (m
∂ÿ(t)

∂c
+ C

∂ẏ(t)

∂c
+ K

∂y(t)

∂c
) dt = 0 

(29) 

عادلات )حااال بااا حاال همزمااان معااادلات )  مان م حل همز با    (،29و) (28و )و )( 27حال 
  د.د.شونشونمیمی  محاسبه c وو   bوو a مجهولاتمجهولات

 

  2روش شتاب مرتبه 
در این روش شتاب در هر گام زمانی به صورت سهموی در نظر 

یک چند جمله ای    در نتیجه تابع تغییر مکان     شاااود.گرفته می 
در مرجع  2روش شتاب مرتبه  .درجه چهار بر حسب زمان است

 .به طور کامل توضیح داده شده است [1]
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

 متوسط و شتاب خطی(شتاب روش ) روش نیومارک
دو روش معروف، موسوم به روش شتاب 1959نیومارک در سال 

در روش . [5متوسط و روش شتاب خطی ارائه نموده است ]

-شتاب متوسط، تغییرات شتاب در هر گام زمانی ثابت فرض می

شود، اما در روش شتاب خطی، تغییرات شتاب در هر گام زمانی 
، هر  Δt، برای هر مقدارشود. روش شتاب متوسطخطی فرض می

چقدر بزرگ باشد، از نظر عددی پایدار است، اما روش شتاب 
551Tn/0 Δt خطی برای روابط و فرمولاسیون باشد. پایدار می ≥

 آمده است. [5]این روش در مرجع 

 
 روش ویلسون

ویلسون روش شتاب خطی که به صورت مشروط پایدار بود را     

ضافه کردن پارامتری به نام     صلاح نمود و آنرا با ا صورت   θا به 
شروط درآورد. اگر  θ 1پایدار غیر م سون    = شد، روش ویل به ، با
θ 37/1گردد. اگرروش شااتاب خطی تبدیل می باشااد، روش  ≤

ر مقدا [5]ع ویلسااون پایدار غیر مشااروط اساات. به اسااتناد مرج
42/1  θ نه دارد.    = قت بهی له    در این د قا نه     م قدار بهی  θاز م

 است.استفاده شده

 

 روش تفاضل مرکزی
این روش مبتنی بر تقریب تفاضااال محدود از مشاااتقات زمانی 

های جایی)یعنی سرعت و شتاب( است. این روش از روش   جابه
t∆یعنی اگر باشد و پایدار مشروط است.   صریح می  <

Tn

π
باشد،   

 جزئیات این روش در مرجع .از نظر عددی روش پایدار اسااات

 آمده است. [5]
 

 و روش جنینگز ارتقاء یافته روش جنینگز

که  روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک
شود، بعضا  در مراجع فنی فارسی از آن به روش جنینگز یاد می

ها در پاسخ سازه روش متعارف و معمولی است که برای محاسبه

در روش . شودبرابر زلزله در محدوده رفتار خطی از آن استفاده می
درونیابی خطی تحریک، همانطوریکه از اسم آن مشخص است، 

شوند؛ در هایی به یکدیگر متصل میخطنقاط شتابنگاشت با پاره

ها، شیب آنها لزوما  با یکدیگر برابر نتیجه در محل اتصال پاره خط
باشد و فقط مقادیر تابع در محل اتصال آنها با یکدیگر برابر نمی

ترین است. با توجه به اینکه درونیابی خطی تحریک، یکی از ساده

های زمانی بین نقاط های درونیابی است؛ در نتیجه، اگر بازهروش
شتابنگاشت نسبت به دوره تناوب طبیعی سازه کوچک باشد، 

باشد. در دارای دقت کافی می درونیابی خطی قابل قبول بوده و

t∆است که به ازای  ، ذکر گردیده[5]مرجع  =
Tn

10
نتایج نسبتا   

دوره تناوب طبیعی ارتعاش  Tnدقیقی به دست خواهد آمد. 
سیستم یک درجه آزاد است. لازم به ذکر است روش جنینگز 

مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک است و برای 
و چند درجه آزاد دینامیکی خطی، قابل استفاده های یک سیستم

است. در این روش، تنها فرضی که برای حل معادله دیفرانسیل 

شود، فرض خطی بودن ها استفاده میحاکم بر حرکت این سیستم
باشد؛ به عبارت دیگر، سمت چپ معادله می t∆تحریک در فاصله 

باشد، ی( م30دیفرانسیل حاکم بر حرکت که به صورت معادله )

ماند و تنها فرض استفاده شده در بدون هیچگونه تغییری باقی می
این روش این است که سمت راست معادله حرکت تقریب زده 

شود. تنها تقریب استفاده شده به این صورت است که تغییرات می
شود که در نظر گرفته می t∆شتاب پایه به صورت خطی در بازه 

 .[5]صورت نیست در واقعیت مطمئنا  به این 
معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیستم یک درجه آزادی     

 :میراگر عبارت است از -فنر -جرم
(30) mü + cu̇ + ku = p(t)  

له      عاد لهکه در این م عاد جایی،            uüو و   uu   ، ،uu̇  که در این م جاب قادیر  یب م جایی، به ترت جاب قادیر  یب م به ترت

شتاب جرم ساارعت و شااتاب جرم  شند. در حالتیباشااند. در حالتیمیمی  mmسرعت و    که بجای نیرویکه بجای نیرویبا
pp(tt)،،     سیستم یک درجه آزاد مورد بحث، تحت اثر حرکت افقی سیستم یک درجه آزاد مورد بحث، تحت اثر حرکت افقی

uugg(tt)    شد، در مرجع شد، در مرجع زمین قرار گرفته با شده   [5]زمین قرار گرفته با شدهثابت  ست که   ثابت  ست که ا ا

 ::آیدآید( به شکل زیر در می( به شکل زیر در می3030معادله )معادله )
(31) mü + cu̇ + ku = −müg(t)  

به ترتیب مقادیر جابجایی نسبی،   üو  u  ،u̇(، 31) در معادله 

گاه( نسبت به زمین )تکیه mسرعت نسبی و شتاب نسبی جرم 
نیز شتاب حرکت زمین است. شتاب حرکت  üg(t) باشند ومی

شود معمولا  گیری میهای شتابنگار اندازهزمین که بوسیله دستگاه

باشند که به فواصل زمانی به صورت یک مجموعه اعداد می
از یکدیگر قرار دارند. به عنوان مثال، فواصل زمانی  t∆ مشخص

 02/0سنترو، ناغان و طبس برابر با های البین نقاط شتابنگاشت

 باشد. ثانیه می
روش جنینگز، روشی عددی برای حل معادله دیفرانسیل  

باشد. این روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض ( می31( یا )30)
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( مشخص 1در شکل ) که است p(t)تغییرات خطی تابع تحریک 
 شده است.

 

 
 

 [5]  نمادهای مورد استفاده در درونیابی خطی تحریک 1 شکل

 

ttiiدر بازه زمانی در بازه زمانی   pp(ττ)تابع تحریک تابع تحریک   ≤≤ tt ≤≤ ttii++11     توان توان را میرا می
 ::به شکل زیر بیان کردبه شکل زیر بیان کرد  ττ  به صورت یک تابع خطی بر حسببه صورت یک تابع خطی بر حسب

(32) p(τ) = pi +
Δpi

Δti
τ 

𝛥𝑝𝑖 که در آن که در آن   = 𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖شد و متغیر  میمی شد و متغیر با صفر تا   𝜏با صفر تااز     از 
𝛥𝑡𝑖  کند. پاسخکند. پاسخ تغییر میتغییر می 𝑢(𝜏)    سیستم یک درجه آزاد مورد بحث سیستم یک درجه آزاد مورد بحث

0 در بازه زمانی  در بازه زمانی   ≤ 𝜏 ≤ 𝛥𝑡𝑖( (  11))  ::حاصل جمع سه قسمت استحاصل جمع سه قسمت است
یه        یه ارتعاش آزاد تحت جابجایی اول یه     𝑢𝑖 ارتعاش آزاد تحت جابجایی اول یه و سااارعت اول سرعت اول در در   �̇�𝑖و 

𝜏 = ( (  33با شرایط اولیه صفر و )با شرایط اولیه صفر و )    𝑝𝑖ای ای ( پاسخ به نیروی پله( پاسخ به نیروی پله 22، )، )0
شیبپاسااخ به نیروی شاایب سخ به نیروی  𝛥𝑝𝑖دار دار پا

𝛥𝑡𝑖
𝜏    صفر. با جمع با شاارایط اولیه صاافر. با جمع شرایط اولیه  با 

سخ  سخپا سمت فوق   پا سه ق سمت فوقهای  سه ق سخ  های  سخ الذکر، پا ست می 𝑢(𝜏) الذکر، پا ست میبد آید. با آید. با  بد

𝜏جایگذاری جایگذاری  = 𝛥𝑡𝑖   دردر 𝑢(𝜏) و و�̇�(𝜏)،،  جابجاییجابجایی 𝑢𝑖+1  سرعت و ساارعت و 
u̇i+1         سرعت جرمکه به ترتیب جابجایی و سااارعت جرم   𝑡𝑖+1در زمان در زمان  m   که به ترتیب جابجایی و 

ست می    ستند، بد ست میه ستند، بد ضیح داده    [5]آید. جزئیات کار در مرجع آید. جزئیات کار در مرجع ه ضیح داده تو تو

شتی زیر اساات و در نهایت در این مرجع، معادلات بازگشااتی زیر  شدهشااده ست و در نهایت در این مرجع، معادلات بازگ ا
 ::استاستارائه شدهارائه شده    u̇i+1  وو  ui+1برای محاسبه برای محاسبه 

 

(33) ui+1 = Aui + Bu̇i + Cpi + Dpi+1 
(34) u̇i+1 = A′ui + B′u̇i + C′pi + D′pi+1 

 

که در سمت راست  ’A,B,C,…,D مقادیر هشت ضریب 

اند. آورده شده [5]( وجود دارند، در مرجع 34( و )33روابط )

، سیستم یک درجه ζو  ωn ،k این ضرایب بستگی به پارامترهای

t∆ به بازه زمانی هآزاد دارند. همچنین، آنها وابست ≡ ∆ti  نیز

ωn هلازم به ذکر است ک هستند. = √
k

m
، ζ =

c

2mωn
ωD و  =

ωn√1 − ζ2  باشد. همچنین، در حالتی که گام زمانی می∆t ≡

∆ti  ثابت باشد، کافی است که هشت ضریبA,B,C,…,D’  فقط

 یکبار محاسبه شوند.

سپلاین مکعبی به جای درونیابی خطی    سپلاین مکعبی به جای درونیابی خطی هر گاه از درونیابی ا هر گاه از درونیابی ا
ست معادله )اساتفاده شاود، در سامت راسات معادله )     سمت را شود، در  ستفاده  یک تابع تحریک یک تابع تحریک   ((3322ا

سه درجه سااه  𝑡𝑡𝑖𝑖در بازه زمانی در بازه زمانی   𝑝𝑝((𝑡𝑡))درجه  ≤≤ 𝑡𝑡 ≤≤ 𝑡𝑡𝑖𝑖++11   شکل زیر بر به شااکل زیر بر به 

 ::وجود داردوجود دارد  ττحسب حسب 
(35) p(τ) = aiτ

3 + biτ
2 + ciτ + di   

 

ستند که ضااارایب ثابتی هساااتند که   ddiiو و   aaii ، ،bbii،،  ccii  (،53در رابطه )  ضرایب ثابتی ه

سبه آنها در مرجع   سبه آنها در مرجع چگونگی محا شده    [3]چگونگی محا ضیح داده  شدهتو ضیح داده  ست.  تو ست. ا در در ا
ته در هر      یاف قاء  ته در هرحقیقت در روش جنینگز ارت یاف قاء  گام زمانی از یک گام زمانی از یک      حقیقت در روش جنینگز ارت

شود. در شود. در بجای درونیابی خطی استفاده میبجای درونیابی خطی استفاده می  33چند جمله ای درجه چند جمله ای درجه 
این این   اند.اند.نشان داده شدهنشان داده شده  33ای های درجه ای های درجه جملهجمله( این چند ( این چند 22شکل )شکل )

منحنی ها موسوم به منحنی های اسپلاین هستند. در نقاط اتصال منحنی ها موسوم به منحنی های اسپلاین هستند. در نقاط اتصال  
ها، علاوه بر مقدار آنها شیب و مشتق دوم این منحنی ها، علاوه بر مقدار آنها شیب و مشتق دوم این منحنی   این منحنیاین منحنی

 ها نیز با یکدیگر برابر است.  ها نیز با یکدیگر برابر است.   

 
 

 مفهوم منحنی های اسپلاین  2شکل 

 

 ::زیر را در نظر بگیریدزیر را در نظر بگیریدحال معادله دیفرانسیل مرتبه دوم حال معادله دیفرانسیل مرتبه دوم  
 

mü + cu̇ + ku = aiτ
3 + biτ

2 + ciτ + di ti ≤ τ ≤ ti+1 

(36) 
ستم زیر    سی مقدار بحرانی  ،این معادله با فرض اینکه میرایی 

 :باشد، یک جواب عمومی به شکل زیر دارد
 

(37)      ugeneral(τ) = e−ζωnτ[A cos ωD τ + B sin ωD τ]   
 

حل مکمل  دو ضریب ثابت هستند. Bو  A ،(37در رابطه ) 

ip 
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

( با توجه به اینکه سمت راست 37معادله دیفرانسیل ) خصوصییا 
است را باید به صورت  τاین معادله یک تابع درجه سه بر حسب 

 :زیر در نظر گرفت

(38) up(τ) = A′τ3 + B′τ2 + C′τ + D′  
ستند که مقادیر      'Dو   'A'، B' ، Cکه   ضریب ثابت ه چهار 

   :آنها به شرح زیر است
 

(39) AA′′ ==
aaii

kk
   

 

(40) BB′′ ==
bbii−−

33ccaaii
kk

  

kk
 

 

(41) C′C′ ==
CCii

kk
−− 66

mmaaii

kk22 −−
22cc((bbii−−

33ccaaii
kk

))

kk22 
 

(42) DD′′ ==

[ddii−−

22mm(bbii−−33ccaaii)

kk
kk

]

kk
−−

cc(ccii−−
66mamaii

kk
−−

22cc(bbii−−
33cacaii

kk
)

kk
)

kk22   

صی معادلا    با جمع جواب  صو و   (37)ت های عمومی و خ
 :آید، جواب کل بدست می(38)

 

(43)                             utotal(τ) = ugeneral(τ) + u𝑝(τ) 
 

utotal(τ) = e−ζωnτ[A cos ωD τ + B sin ωD τ] + A′τ3
+ 

                     B′τ2
+ C′τ + D′ 

(44) 
اولیه  با اعمال تغییرمکان و سرعت   Bو  Aکه ضرایب ثابت   

 شوند.محاسبه میگام زمانی در ابتدای 
 

 های مختلف عددی با یکدیگرمقایسه کمی روش
 ،مختلف یروش ها یخطاها یکم سهیمقا یبخش برا نیدر ا

هرتز در نظر  1با فرکانس  یخط راگریم -فنر  -جرم ستمیس کی

 یدر برابر بارگذار ستمیس نیا یلیگرفته شده است. پاسخ تحل
 باشد.یسازه ها موجود م کینامیدر کتب د ینوسیس کیهارمون

درصد در نظر گرفته 20و 5،10، 2، 1 یهاییرایم ،ستمیس نیا یبرا

هرتز با  3هرتز تا  01/0از  کیهارمون یشد.  فرکانس بارگذار
 یبارگذار 300 یدر نظر گرفته شد و برا  01/0 شیافزا

 ،02/0 های∆t یخطا برامربعات  نیانگیمقدار جذر م ،کیهارمون

 هیثان 20/0 و 18/0 ،16/0 ،14/0 ،12/0 ،10/0 ،08/0 ،06/0، 04/0
تعداد نقاط در نظر گرفته شده برای محاسبه معیار  .دیمحاسبه گرد

 جدول درنقطه بود.  1001خطای جذر میانگین مربعات برابر با 

خطا  نیانگیم ،حداقل خطا خطا،حداکثر  ریمقاد (2) و (1) شماره
)روش حداقل  روش شتاب مرتبه سوم یبرا ،خطا اریو انحراف مع

)روش حداقل مربعات(  مربعات( و روش شتاب مرتبه دوم

ول مشاهده ابا دقت در این جد  .ورده شده استآ t=01/0برای
سوم برای شود که مقدار میانگین خطا در روش شتاب مرتبه می

-2درصد به ترتیب برابر با  20و  10، 5، 2، 1های میرایی

-10 و 206/3×10-2، 3 /780×10-2، 592/4×10-2 ،298/5×10

خطا  نیانگیمقدار مشود همچنین، مشاهده می .باشندمی 638/2×2
 20و  10، 5، 2، 1 هایییرایم یم برادودر روش شتاب مرتبه 

-2 ،936/4×10-2، 082/6×10-2 برابر با بیدرصد به ترت

. با مقایسه دباشنیم 666/2×10-2و 266/3×10-2 ،905/3×10
 ریمقادمقادیر میانگین خطای روش شتاب مرتبه سوم نسبت به 

گردد دوم، مشخص میروش شتاب مرتبه  یخطا نیانگیممتناظر 
، 89/12به ترتیب  درصد 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایمکه برای 

درصد کاهش خطا اتفاق افتاده است.  05/1و  84/1، 20/3، 97/6

 19/5مقدار میانگین کاهش خطا برای این پنج میرایی برابر با 
باشد.درصد می

 
های مختلف تیکی برای میراییمقادیر حداکثر، حداقل، میانگین و انحراف معیار جذر میانگین مربعات خطای پاسخ تغییرشکل بر حسب تغییرشکل استا  1 جدول

 (5تابع تغییرمکان درجه  -روش شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات  -ثانیه  10/0برابر با   ∆tبرای 
 

 درصد 20 درصد 10 درصد 5 درصد 2 درصد 1 میرایی

 820/5×10-2 140/1×10-1 242/2×10-1 396/5×10-1 005/1 حداکثر خطا

 04/1 01/1 00/1 00/1 00/1 بتای مربوط به حداکثر خطا

 341/2×10-6 341/2×10-6 341/2×10-6 342/2×10-6 348/2×10-6 حداقل خطا

 01/0 01/0 01/0 01/0 01/0 بتای مربوط به حداقل خطا

 638/2×10-2 206/3×10-2 780/3×10-2 592/4×10-2 298/5×10-2 میانگین خطا

 521/1×10-2 517/2×10-2 035/4×10-2 038/7×10-2 024/1×10-1 انحراف معیار خطا
 



 ...های عددیدیگر روشبا  3مقایسه کمی میزان دقت روش شتاب مرتبه  132

 

 

 1403، دو هم، شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی هنشری

های مختلف مقادیر حداکثر، حداقل، میانگین و انحراف معیار جذر میانگین مربعات خطای پاسخ تغییرشکل بر حسب تغییرشکل استاتیکی برای میرایی  2 جدول

 (4ه تابع تغییرمکان درج -روش شتاب مرتبه دوم )روش حداقل مربعات  -ثانیه 10/0برابر با   ∆tبرای 

 

 درصد 20 درصد 10 درصد 5 درصد 2 درصد 1 میرایی

 048/6×10-2 234/1×10-1 609/2×10-1 481/7×10-1 706/1 حداکثر خطا

 04/1 01/1 00/1 00/1 00/1 بتای مربوط به حداکثر خطا

 364/2×10-6 658/2×10-6 306/4×10-6 438/1×10-5 972/3×10-5 حداقل خطا

 01/0 01/0 01/0 01/0 01/0 بتای مربوط به حداقل خطا

 666/2×10-2 266/3×10-2 905/3×10-2 936/4×10-2 082/6×10-2 میانگین خطا

 566/1×10-2 667/2×10-2 481/4×10-2 816/8×10-2 509/1×10-1 انحراف معیار خطا

 

 یخطا  نیانگیم یا لهینمودار م (12) یال (3) یدر شکل ها 

 آوردهثانیه  ∆t=20/0 تاثانیه  ∆t=02/0یمختلف به ازا یروش ها

 . است شده

ای، لگاریتمی لازم به ذکر است محور قائم نمودارهای میله 

ای که بیشترین ارتفاع را د، به عبارتی دیگر میلهنباشمعکوس می

ه به اینکه جذر میانگین جدارد، دارای کمترین خطا است و با تو

خطا انتخاب گردیده است، در نتیجه  اریمعمربعات خطا به عنوان 

 باشند.اعدادی مثبت می ،تمام مقادیر خطا

و اعداد متناظر با آن  (3)شکل  یالهیم هایبا دقت در نمودار 

قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=02/0که مربوط به 

 :است

روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیمربعات و روش پتروگالرک

 .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3

و نیز روش تابع وزنی  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

 بودند. کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا واحد بسط داده شده 

بسط  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  .4

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمداده شده( 

10-، 091/2×10-3، 471/2×10-3برابر با  بیدرصد به ترت
متناظر  ریمقاد بود. 139/1× 10-3و  391/1×3-10، 662/1×3

10-اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا نیا

× 10-3و  397/1×3-10، 676/1×3-10، 128/2×3-10، 543/2×3

 هشود کیمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیبا مقا بود. 143/1

 10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا

 0/ 35و  43/0، 84/0، 74/1، 83/2 بیبه ترتدرصد  20و 

کاهش خطا برای  نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد 

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می 24/1ها تمام میرایی

است  افتهیمربوط به روش جنینگز ارتقا  ،خطا ی میانگینکمینه .5

مقادیر   بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا
-6و 40/1×6-10، 288/1×6-10، 583/1×6-10، 895/1×6-10

این مقادیر به مراتب کمتر از  .دیمشاهده گرد 018/1×10

باشد. یعنی میانگین پنج خطای روش شتاب مرتبه سوم می

گین پنج خطای مربوط برابر کمتر از میان 1218الذکر  عدد فوق

 به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

درصد به  2و  1برای میرایی  لسونیروش ومقادیر خطای  .6

باشد که این می 226/2×10-1و  764/3×10-1ترتیب برابر با  

این مقادیر بیشترین میزان خطا در هشت روش مطرح شده در 

، 5های درصد است. برای میرایی 2و  1تحقیق برای میرایی 

خطا ی میانگیندرصد، روش تفاضل مرکزی،  بیشینه 20و  10

الذکر به ترتیب های فوقرا دارد که خطاهای مربوط به میرایی
باشند. میانگین می 891/7×10-2و  002/1×1-10، 227/1×1-10

 809/1×10-1ذکر برابر با البرای پنج میرایی فوقخطا یبیشینه

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه  103است که این میانگین 

سوم )روش حداقل مربعات( است.
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

 
 ثانیه 02/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  3 شکل

 

 
 ثانیه 04/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های برای میراییهای مختلف عددی میانگین خطای روش  4 شکل

 

و اعداد متناظر با آن  (4)شکل  یالهیم هایدر نموداربا دقت  

قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=04/0که مربوط به 
 :است

روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها
روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیو روش پتروگالرک مربعات

مقادیر خطای دو روش درصد  20و   10 برای میرایی  .بودند
    .بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا مذکور 

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
و نیز روش تابع وزنی  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

 بودند. کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  ،داده شدهواحد بسط 

بسط  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  .4
 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمداده شده( 

10-، 906/7×10-3، 281/9×10-3برابر با  بیدرصد به ترت
 نیمتناظر ا ریمقاد بود. 480/4×10-3و 434/5×3-10، 423/6×3

10-اعداد بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا
 و 483/5×3-10 ،524/6×3-10 ،186/8×3-10 ،913/9×3

مشخص  ،اعداد یدو سر نیا سهیبا مقا بود. 503/4×10-3 
 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیم
، 84/0، 74/1، 83/2 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1

میانگین  .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  35/0و43/0

1/000E-06

1/000E-05

1/000E-04
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 1403، دو هم، شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی هنشری

باشد که عدد درصد می 24/1ها برای تمام میراییخطا یکمینه
  کوچکی است.

است  افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  ،خطا ی میانگینکمینه .5
 مقادیر بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا

-5و  848/1×5-10، 034/2×5-10، 387/2×5-10، 803/2×5-10

. این مقادیر به مراتب کمتر از دیمشاهده گرد 679/1×10
باشد. یعنی میانگین پنج خطای روش شتاب مرتبه سوم می

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط  312الذکر،  عدد فوق
 به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

به  ،درصد 2و  1برای میرایی  لسونیروش ومقادیرخطای  .6
باشد که این می 539/3×10-1 و 754/5×10-1ترتیب برابر با 

مقادیر بیشترین میزان خطا در هشت روش مطرح شده در این 
، 5های درصد است. برای میرایی 2و  1تحقیق برای میرایی 

خطا میانگین  یبیشینه  ،درصد، روش تفاضل مرکزی 20و  10
 الذکر به ترتیبهای فوقخطاهای مربوط به میراییرا دارد که 

میانگین باشند. می 599/1×10-1و  042/2×1-10، 527/2×1-10
 09/3×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوقخطا یبیشینه

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه  46است که این میانگین 
 سوم )روش حداقل مربعات( است.

و اعداد متناظر با آن  (5)شکل  یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=06/0که مربوط به 

 :است
روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها
روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیپتروگالرکمربعات و روش 
  .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
و نیز روش تابع وزنی  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

و با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا واحد بسط داده شده 
رقم اعشار  3ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقاد

  .بودند کسانی ا قیدق
بسط  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  .4

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمداده شده( 
 ×10-2، 729/1 ×10-2، 010/2×10-2برابر با  بیدرصد به ترت

 نیمتناظر ا ریمقاد بود. 926/9×10-3و 203/1×2-10، 417/1
10-اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا

-3و 218/1×2-10، 449/1× 2-10، 817/1× 2-10، 212/2×2

-یمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیبا مقا بود.  998/9×10
، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود ک

، 21/2، 84/4، 13/9 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2
 نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  72/0و23/1

باشد که عدد درصد می 63/3ها کاهش خطا برای تمام میرایی
  کوچکی است.

است  افتهیمربوط به روش جنینگز ارتقا  ،خطا ی میانگینکمینه .5
 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا
10-، 091/1×10-4، 255/1×10-4، 494/1×10-4مقادیر

این مقادیر به مراتب .دیمشاهده گرد 172/9×10-5و  002/1×4
یعنی میانگین  .باشدکمتر از خطای روش شتاب مرتبه سوم می

برابر کمتر از میانگین پنج خطای  129الذکر  پنج عدد فوق
مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( 

 است. 

هشت  نیا نیخطا را در ببیشینه میانگین روش تفاضل مرکزی،  .6
 یخطا ها برا نیداشته است که عدد مربوط به ا یروش عدد

10-،  003/7×10-1بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم
است. 430/2×10-1و  124/3×1-10، 905/3×1-10، 270/5×1

-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطایمیانگین بیشینه

برابر میانگین خطای شتاب  30است که این میانگین  09/3×10
 مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است.

و اعداد متناظر با آن  (6) شکل یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=08/0که مربوط به 

 :است
روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها
روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیمربعات و روش پتروگالرک
  .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
و نیز روش تابع وزنی  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

و با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا واحد بسط داده شده 
رقم اعشار  3ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقاد

    .بودند کسانی ا قیدق
بسط  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  .4

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمداده شده( 
 ×10-2، 005/3 ×10-2، 475/3×10-2برابر با  بیدرصد به ترت

 نیمتناظر ا ریمقاد بود. 731/1×10-2و 099/2×2-10، 472/2
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

10-اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا
-2و  133/2×2-10، 542/2× 2-10، 197/3× 2-10، 917/3×2

مشخص  ،اعداد یدو سر نیا سهیبا مقا بود که 747/1×10
 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیم
، 75/2، 01/6، 28/11 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1

 نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  96/0و59/1
باشد که عدد درصد می52/4ها کاهش خطا برای تمام میرایی

  کوچکی است.

است  افتهیط به روش جنینگز ارتقا مربو ،خطا ی میانگینکمینه .5
 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا
10- ،785/3×10-4 ،317/4×10-4 ،948/4×10-4مقادیر

این مقادیر به مراتب  .دیمشاهده گرد  218/3×10-4و 495/3×4
یعنی میانگین  .باشدکمتر از خطای روش شتاب مرتبه سوم می

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط  69الذکر پنج عدد فوق
 به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

هشت  نیا نیخطا را در ببیشینه میانگین روش تفاضل مرکزی،  .6
 یخطا ها برا نیداشته است که عدد مربوط به ا یروش عدد

10- ،935/9×10-1بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم
است.  290/3×10-1و  256/4×1-10، 371/5× 1-10، 398/7×1

-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوقخطا یمیانگین بیشینه

برابر میانگین خطای شتاب  24است که این میانگین  09/3×10
 مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است.

 

 
 

 ثانیه 06/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییروشمیانگین خطای   5 شکل
 

 
 

 ثانیه 08/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  6 شکل
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 1403، دو هم، شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی هنشری

و اعداد متناظر با آن ( 7) شکل یالهیم هایبا دقت در نمودار 
 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=1/0که مربوط به 

روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا. 1
 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2
 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا نیمربعات و روش پتروگالرک

 .بودند
روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3

و نیز روش تابع وزنی  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک
و با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا واحد بسط داده شده 

رقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقاد
  .بودند کسانی ا قیدق

بسط  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  .4
 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمداده شده( 

× 10-2، 592/4× 10-2، 298/5×10-2 برابر با بیدرصد به ترت
 نیمتناظر ا ریمقادبود.  638/2×10-2و  206/3×2-10، 780/3

10-اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا
-2و  266/3×2-10، 905/3× 2-10، 936/4× 2-10، 082/6×2

اعداد مشخص  یدو سر نیا سهیکه با مقا بودند 666/2×10
 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیم
 05/1و84/1، 20/3، 97/6، 89/12بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1

خطا برای یکمینه نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریعمدرصد 
  باشد که عدد کوچکی است.درصد می 19/5ها تمام میرایی

است  افتهیخطا مربوط به روش جنینگز ارتقا ی میانگین کمینه .5
 ی                  خطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا

-3و 574/9×3-10، 035/1×3-10 ،179/1×3-10 ،352/1×3-10

. این مقادیر به مراتب کمتر از دیمشاهده گرد 846/8×10
یعنی میانگین پنج  .باشدخطای روش شتاب مرتبه سوم می

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به  36الذکرعدد فوق
 روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

 نیا نیخطا را در ب میانگین یبیشینه روش تفاضل مرکزی، .6
خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد

10-، 279/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا
است.  188/4×10-1و  447/5×1-10، 933/6× 1-10، 665/9×1

-1الذکر برابر با ، برای پنج میرایی فوقخطا یمیانگین بیشینه

برابر میانگین خطای  20این میانگین  است که 804/7×10
 شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است.

و اعداد متناظر با آن  (8کل )ش یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=12/0که مربوط به 

 :است
روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها
روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 2تا نیمربعات و روش پتروگالرک
  .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
رقم  4تا بسط داده شده  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

ی روش خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی ا قیاعشار دق
 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2تابع وزنی واحد تا 

 بسط مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در .4
 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده

× 10-2، 453/6× 10-2، 445/7×10-2 با برابر ترتیب به درصد
اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد 676/3×10-2و  485/4×2-10، 302/5

، 665/8×10-2اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا
 720/3×10-2و  579/4×2-10، 500/5× 2-10 ،994/6× 2-10

با  هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیکه با مقا بودند
و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیافزا
 اریمعدرصد،  18/1و  05/2، 60/3، 73/7، 08/14بیبه ترت  20

برای تمام خطا ی میانگین کمینه .است افتهیخطا کاهش 
  باشد که عدد کوچکی است.درصد می 73/5ها میرایی

است  افتهیخطا مربوط به روش جنینگز ارتقا ی میانگین کمینه .5
 ی        خطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا

-3و 232/2×3-10، 416/2×3-10 ،773/2×3-10 ،207/3×3-10

این مقادیر به مراتب کمتر از خطای .دیمشاهده گرد 067/2×10
-یعنی میانگین پنج عدد فوق .باشدروش شتاب مرتبه سوم می

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش  22الذکر
 مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. شتاب

هشت  نیا نیخطا را در ببیشینه میانگین روش تفاضل مرکزی،  .6
 یخطاها برا نیداشته است که عدد مربوط به ا یروش عدد

 10-1 ،199/1، 539/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم

-میانگین بیشینهاست.  135/5× 1-10و  708/6×1-10، 595/8×

است  563/9×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوقخطا ی
برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم  17که این میانگین 

 )روش حداقل مربعات( است.
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

 
 ثانیه 1/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میرایی میانگین خطای روش  7 شکل

 

 
 ثانیه 12/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  8 کلش

 

 
 ثانیه 14/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  9 شکل
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 1403، دو هم، شمارهفتسال سی و      مهندسی عمران فردوسی هنشری

و اعداد متناظر با آن  (9) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=14/0که مربوط به 

 :است

روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1
 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

مقادیر خطای دو روش مذکور  نیمربعات و روش پتروگالرک
  .بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا 

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3

 ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک
ی روش تابع وزنی خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2واحد تا 

 بسط مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در .4
 20 و 10 ،5 ،2 ،1 یهامیرایی برای خطا میانگین( شده داده

× 10-2 ، 534/8× 10-2، 868/9×10-2 با برابر ترتیب به درصد
 نیمتناظر ا ریمقاد بود.  792/4×10-2و  877/5×2-10، 979/6

-1اعداد بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا

-2و  014/6×2-10، 266/7× 2-10 ،310/9× 2-10، 160/1×10

اعداد مشخص  یدو سر نیا سهیکه با مقا بودند 854/4×10
 یهامیرایی یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هکشود یم
 و 28/2، 05/4،  33/8، 14/ 93بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1

کاهش خطا  نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  28/1
باشد که عدد کوچکی درصد می 17/6ها برای تمام میرایی

 است.

است  افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش خطا ی میانگین کمینه .5
                   یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا

-3و 484/4×3-10، 902/4×3-10 ،747/5×3-10 ،775/6×3-10

ید. این مقادیر به مراتب کمتر از مشاهده گرد 148/4×10
یعنی میانگین پنج  .باشدخطای روش شتاب مرتبه سوم می

از میانگین پنج خطای مربوط به برابر کمتر  14الذکر عدد فوق

 روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

 نیا نیرا در بخطا ی میانگین بیشینه ،روش تفاضل مرکزی .6
خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد

 ،429/1، 773/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا
ی میانگین بیشینه است. 150/6×10-1و   059/8×1-10 ،036/1
است که این  13/1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطا

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش  16میانگین 
 حداقل مربعات( است.

 

 
، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  10 کلش

 ثانیه 16/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5

 
و اعداد متناظر با  (10) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 16که مربوط به آن 

 :است
روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2
 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیمربعات و روش پتروگالرک

   .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
 ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

 .بودند کسانی

 بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در .4
 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده

× 10-2 ،077/1× 10-1، 251/1×10-1 با برابر ترتیب به درصد

 نیمتناظر ا ریمقاد بود. 909/5×10-2و   300/7×2-10، 734/8
-1اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا

-2و  486/7×2-10، 121/9× 2-10 ،181/1×1-10، 480/1×10

شود یاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیکه با مقا 994/5×10
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مهندسی عمران فردوسی هنشری 3140، دو هم، شمارهفتسال سی و        

، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هک
 ،درصد 42/1و48/2، 24/4، 81/8، 47/15بیبه ترت 20و  10
خطا برای تمام یمینهک نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمع

 که عدد کوچکی است.باشد درصد می 48/6ها میرایی
است  افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش خطا ی میانگین کمینه .5

                   یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا
-3و 681/7×3-10 ،610/8×3-10، 054/1×2-10، 283/1×2-10

 این مقادیر به مراتب کمتر از. دیمشاهده گرد 097/7×10

میانگین پنج عدد  یعنی .باشدروش شتاب مرتبه سوم میخطای 

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش  10الذکرفوق
  شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

 نیا نیرا در بخطا ی میانگین بیشینه ،روش تفاضل مرکزی .6

خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد
 ،653/1 ،990/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

-یمیانگین بیشینه است 262/7×10-1و  525/9×1-10 ،224/1
است که این  31/1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطا

 برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش 14میانگین 
 حداقل مربعات( است.

و اعداد متناظر با  (11کل )ش یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 18که مربوط به آن 

 :است

روش  یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا .1
 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیمربعات و روش پتروگالرک
   .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3

 ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک
ی روش تابع وزنی خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2واحد تا 

 بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در .4
 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده

-310/1،1×10-1، 534/1×10-1با  برابر ترتیب به درصد

متناظر  ریمقاد بود. 973/6×10-2و   672/8×2-10، 049/1×10
اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا نیا
-2و   911/8×2-10 ،099/1×442/1،1-10×1-10، 821/1×101

شود یاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیکه با مقا 080/7×10
، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هک

درصد  51/1و68/2، 55/4، 15/9، 76/15بیبه ترت  20و  10

کاهش خطا برای تمام  نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمع
 باشد که عدد کوچکی است.درصد می 73/6ها میرایی

است  افتهیخطا مربوط به روش جنینگز ارتقا ی میانگین کمینه .5

      یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا
-2و 205/1×2-10، 383/1×2-10، 770/1×2-10، 217/2×2-10

این مقادیر به مراتب کمتر از .دیمشاهده گرد  141/1×10

یعنی میانگین پنج  .باشدخطای روش شتاب مرتبه سوم می
برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به  7الذکر، عدد فوق

  روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

 نیا نیخطا را در بی میانگین بیشینهروش تفاضل مرکزی،  .6
خطا ها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد

، 873/1، 204/2 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا
خطا ی میانگین بیشینهاست.  524/8×10-1و  116/1، 425/1

است که این میانگین  494/1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق
برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل  14

 مربعات( است.
و اعداد متناظر با  (12کل )ش یالهیم هایبا دقت در نمودار 
قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 2که مربوط به آن 

 :است
روش  یخطا نیانگیبدون استثناء م یی،رایم زانیم شیبا افزا .1

 .ابدییمختلف کاهش م یها

روش حداقل مقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم .2
 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیپتروگالرکمربعات و روش 

   .بودند

روش  یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  .3
 ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیحداقل مربعات و روش پتروگالرک

ی روش تابع وزنی خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2واحد تا 
 بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در .4

 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده

10-  ،571/1×10-1، 851/1×10-1با  برابر ترتیب به درصد
متناظر  ریمقاد بود.  295/8×10-2و  026/1×1-10، 247/1×1
10-اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یاعداد برا نیا
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-2و  056/1×1-10، 309/1×1-10 ،732/1×1-10، 195/2×1

شود یاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیکه با مقا 427/8×10
، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هک

 566/1و  840/2، 736/4، 295/9، 671/15بیترتبه   20و  10
کمینه خطا برای  نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد 

 باشد که عدد کوچکی است.درصد می 822/6ها تمام میرایی

است  افتهیخطا مربوط به روش جنینگز ارتقا ی میانگین کمینه .5
10-یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یکه برا

-2و 252/2×2-10، 491/2×2-10، 071/3×2-10، 769/3×2

مقادیر به مراتب کمتر از  . ایندیمشاهده گرد  224/2×10

یعنی میانگین پنج  .باشدخطای روش شتاب مرتبه سوم می
برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به  5الذکرعدد فوق

  روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

 نیا نیخطا را در بی میانگین بیشینهروش تفاضل مرکزی،  .6
خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد

، 100/2، 430/2 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

است. میانگین خطاهای حداکثر برای  003/1و  303/1، 644/1
 13است که این میانگین  696/1الذکر، برابر با پنج میرایی فوق

( برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات

 است.
 

 
 

 هثانی 18/0 با برابر ∆t یدرصد برا 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم  11 شکل

 

 
 

 هثانی 2/0 با برابر ∆t یدرصد برا 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم  12 شکل

1/000E-02

1/000E-01

1/000E+00

1/000E+01

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

وزنی حداقل  

(مربعات

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

(وزنی واحد

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

وزنی  

(نپتروگالرکی

روش شتاب 

تابع )3مرتبه 

وزنی حداقل  

مربعات بسط

(داده شده 

روش شتاب 

تابع )3مرتبه 

وزنی واحد  

بسط داده  

(شده

روش شتاب 

تابع) 3مرتبه 

وزنی  

ن  پتروگالرکی

بسط داده  

(شده

روش نیومارک

شتاب )

(متوسط

روش نیومارک

(شتاب خطی)

روش  
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روش تفاضل

مرکزی

روش جنینگز روش ارتقا  

گزیافته جنین

طا 
 خ

ن
گی

یان
م

(
تر

م
)

درصد1میانگین خطا برای میرایی  درصد2میانگین خطا برای میرایی  درصد5میانگین خطا برای میرایی  درصد10میانگین خطا برای میرایی  درصد20میانگین خطا برای میرایی 
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مربعات بسط
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روش شتاب 

تابع )3مرتبه 

وزنی واحد  
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(شده
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ن  پتروگالرکی

بسط داده  

(شده

روش نیومارک

شتاب )

(متوسط

روش نیومارک

(شتاب خطی)

روش  

اتت-ویلسون

روش تفاضل

مرکزی

روش جنینگز روش ارتقا  

گزیافته جنین
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یان
م

(
تر

م
)

درصد1میانگین خطا برای میرایی  درصد2میانگین خطا برای میرایی  درصد5میانگین خطا برای میرایی  درصد10میانگین خطا برای میرایی  درصد20میانگین خطا برای میرایی 
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 ثانیه 2/0تا  هثانی 02/0 با برابر ∆t و مختلف یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش هایخطا نیانگیم نیانگیم  13 شکل

 

(، مقادیر 13ای نشان داده شده در شکل)در نمودار میله 

های زمانی مختلف، برای میانگین میانگین خطاها بر حسب گام

است.در بالای نمودار شده روش مذکور در این مقاله آورده 12

است که بیانگر ای هر روش،عددی در کادر درج گردیدهمیله

ثانیه است.  02/0ثانیه به گام زمانی  2/0نسبت خطای گام زمانی 

بزرگترین این نسبت ها، مربوط به روش جنینگز ارتقا یافته با 

است که حساسیت بسیار زیاد این روش را به گام  19940نسبت 

-دهد. کمترین نسبت ها مربوط به روش ویلسونزمانی نشان می

است که حساسیت بسیار کم این روش را به  946/3تتا با نسبت 

ها دو ها، این نسبتبرای سایر روش دهد.گام زمانی نشان می

 باشد.رقمی می

 های∆tمربوط به  یده خطا نیانگیم ریمقاد( 3در جدول ) 

 نای در شده مطرحروش  12 ی( برا13مختلف )نمودار شکل 

ی هر است. همچنین در این جدول نسبت خطاآورده شده مقاله

روش به خطای روش جنینگز ارتقا یافته که حداقل خطا را دارا 

است. با دقت در نسبت های درج شده در بوده است، آورده شده

گردد که کمترین خطا مربوط به روش این جدول، مشخص می

است و ترتیب افزایش خطا به  1جنینگز ارتقا یافته با نسبت 

 باشد:صورت زیر می

با  (بسط داده شده واحد یوم )تابع وزنسروش شتاب مرتبه . 1

 805/8نسبت خطای 

 805/8 یبا نسبت خطا روش جنینگز. 2

بسط داده  نیپتروگالرک یروش شتاب مرتبه سوم )تابع وزن. 3

 819/8 یشده( با نسبت خطا

حداقل مربعات بسط داده  یروش شتاب مرتبه سوم )تابع وزن. 4

 819/8 یشده( با نسبت خطا

 یواحد( با نسبت خطا یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن. 5

044/9 

( با نسبت نیپتروگالرک یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن. 6

 556/9 یخطا

حداقل مربعات( با نسبت  یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن. 7

 556/9 یخطا

 18/45ی ( با نسبت خطای)شتاب خط ومارکیروش ن. 8

 19/67 ینسبت خطا تتا با-لسونیروش و. 9

 16/69 یبا نسبت خطا )شتاب متوسط( ومارکیروش ن. 10

 7/142ی با نسبت خطا یروش تفاضل مرکز. 11

-روش یخطا شیروابط مربوط به روند افزا، (4جدول)در  

است. این روابط آورده شده یمختلف بر حسب گام زمان یها

هستند که همبستگی بسیار  3ای های درجه همگی چند جمله

آنها،  𝑅2شان دارند؛ به طوری که ضریب مناسبی با مقادیر واقعی

 یک یا بسیار نزدیک به عدد یک است.
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مربعات بسط
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روش شتاب 

تابع )3مرتبه 

وزنی واحد  

بسط داده  

(شده

روش شتاب 

تابع) 3مرتبه 

وزنی  

ن  پتروگالرکی

بسط داده  

(شده

روش نیومارک 

شتاب )

(متوسط

روش نیومارک 

(شتاب خطی)

روش  

اتت-ویلسون

روش تفاضل

مرکزی

روش جنینگز روش ارتقا  

زیافته جنینگ

طا
 خ
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یان
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(
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)

ثانیه ∆t= 0/02میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/04میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/06میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/08میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/1میانگین خطا برای
ثانیه ∆t= 0/12میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/14میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/16میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/18میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/2میانگین خطا برای

R=80.29 R=77.8 R=80.25 R=74.54 R=74.32 R=74.54

R=19940

R=74.33

R=13.12R=3.946
R=51.81

R=36.40
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 مطرح شده در این مقاله روش 12( برای 13های مختلف )نمودار شکل ∆tمقادیر میانگین ده خطای مربوط به   3جدول 
 

 نام روش

روش شتاب 

دوم )تابع مرتبه 

وزنی حداقل 

 مربعات(

روش شتاب 

مرتبه دوم )تابع 

 (واحد یوزن

روش شتاب 

مرتبه دوم )تابع 

 یوزن

 پتروگالرکین(

روش شتاب مرتبه 

 یوم )تابع وزنس

 حداقل مربعات

 (بسط داده شده

روش شتاب 

وم )تابع سمرتبه 

بسط  واحد یوزن

 (داده شده

روش شتاب مرتبه 

 یوم )تابع وزنس

بسط  نیپتروگالرک

 (داده شده

 447/5×10-2 438/5×10-2 447/5×10-2 902/5×10-2 586/5×10-2 902/5×10-2 میانگین خطا

 819/8 805/8 819/8 556/9 044/9 556/9 نسبت خطا به حداقل خطا

 نام روش
نیومارک روش 

 )شتاب متوسط(

نیومارک روش 

 )شتاب خطی(

-روش ویلسون

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی
 روش جنینگز

ارتقا یافته روش 

 جنینگز

 177/6×10-3 439/5×10-2 812/8×10-1 150/4×10-1 790/2×10-1 272/4×10-1 خطا نیانگیم

 00/1 805/8 7/142 19/67 18/45 16/69 به حداقل خطا نسبت خطا
 

 (t≡x∆)های مختلف بر حسب گام زمانی روابط مربوط به روند افزایش خطای روش  4 جدول

 𝑹𝟐 افزایش خطافرمول روند  نام روش

= y حداقل مربعات( یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن  −8.455x3  +  5.5112x2  −  0.056x +  0.0008 00/1 

= 𝑦 واحد( یشتاب مرتبه دوم )تابع وزن روش  −5.709𝑥3  +  4.5786𝑥2  −  0.0082𝑥 +  7 × 10−5 00/1 

= y (نیپتروگالرک یشتاب مرتبه دوم )تابع وزن روش  −8.5508x3  +  5.5364x2  −  0.0577x +  0.0008 00/1 

حداقل مربعات بسط داده  یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش

 شده(
y =  −7.4838x3  +  4.8579x2  −  0.0229x +  0.0003 00/1 

= y واحد بسط داده شده( یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش  −7.6257x3  +  4.8839x2  −  0.0244x +  0.0003 00/1 

= y بسط داده شده( نیپتروگالرک یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش  −7.4836x3  +  4.8579x2  −  0.0229x +  0.0003 00/1 

= y )شتاب متوسط( ومارکین روش  −77.677x3  +  19.107x2  +  3.4805x −  0.0619 1-10×996/9 

= y (ی)شتاب خط ومارکین روش  −75.7x3 +  25.519x2  +  0.787x −  0.0173 1-10×998/9 

= y تتا-لسونیو روش  38.944x3  −  19.474x2  +  5.0517x +  0.0649 1-10×992/9 

= y یتفاضل مرکز روش  −7.5833x3  +  8.0793x2  +  7.2581x −  0.0233 1-10×999/9 

= y نگزیجن روش  −7.6142x3  +  4.8814x2  −  0.0243x +  0.0003 00/1 

= y نگزیجن افتهیارتقا  روش  11.02x3  −  2.161x2  +  0.1376x −  0.0024 
1-10×96/9 

 
 ری(، مقاد14) نشان داده شده در شکل ایلهیدر نمودار م 

 12 یمختلف، برا هایمیراییخطاها بر حسب  نیانگیم نیانگیم
 ایلهینمودار م بالای در.استشدهمقاله آورده نیروش مذکور در ا

نسبت  انگریکه ب استدهیدر کادر درج گرد یهر روش،عدد
 نیا نیاست. بزرگتر درصد 20میرایی به  درصد 1میرایی  یخطا

است  89/11با نسبت  نیومارک )شتاب خطی(نسبت ها، مربوط به 
. دهدینشان م میراییروش را به  نیا ادیز نسبتا  تیکه حساس

با نسبت  جنینگز ارتقا یافتهنسبت ها مربوط به روش  نیکمتر
نشان  میراییروش را به  نیا اندک تیاست که حساس 754/1

روش مطرح شده در این مقاله برای روش شتاب  3در . دهدیم
( 127/2های خطای دو روش یکسان بودند )عدد نسبت ،3مرتبه 

 بسط واحد وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب و نسبت خطای روش
(که این  122/2د در اعشار سوم متفاوت بود.) عد (شده داده

موضوع بیانگر حساسیت نه چندان زیاد روش شتاب مرتبه سه به 
 مقدار میرایی است.

-روش یخطا کاهشروابط مربوط به روند ، (5) جدولدر  

است. این روابط مانند آورده شده میراییمختلف بر حسب  یها
هستند که  3ای های درجه (، همگی چند جمله4روابط جدول)

شان دارند؛ به طوری که ضریب همبستگی مناسبی با مقادیر واقعی
𝑅2  آنها، بسیار نزدیک به عدد یک است اما دقت آنها کمی کمتر

باشد.( می4از روابط جدول )
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 های مختلف∆t و درصد  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم نیانگیم  14 شکل

 
 های مختلف بر حسب میرایی )بر حسب درصد(روابط مربوط به روند کاهش خطای روش  5 جدول

 

 𝑹𝟐 فرمول روند افزایش خطا نام روش

= y حداقل مربعات( یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن  −4 × 10−5x3  +  0.0014x2 −  0.0154x +  0.1003 1-10×862/9 

= y واحد( یشتاب مرتبه دوم )تابع وزن روش  −3 × 10−5x3  +  0.001x2 −  0.0115x +  0.0884 1-10×908/9 

= y (نیپتروگالرک یشتاب مرتبه دوم )تابع وزن روش  −4 × 10−5x3  +  0.0014x2  −  0.0154x +  0.1004 1-10×861/9 

حداقل مربعات بسط داده  یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش

 شده(
y =  −2 × 10−5x3  +  0.0008x2  −  0.01x +  0.0836 1-10×943/9 

= y واحد بسط داده شده( یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش  22.641x3  −  2.5424x2  −  0.4742x +  0.0859 1-10×989/9 

= y بسط داده شده( نیپتروگالرک یشتاب مرتبه سوم )تابع وزن روش  22.242x3  −  2.4272x2  −  0.4855x +  0.0863 1-10×989/9 

= y )شتاب متوسط( ومارکین روش  469.9x3  +  16.246x2  −  17.567x +  1.2406 1-10×982/9 

= y (ی)شتاب خط ومارکین روش  −80.96x3  +  115.22x2  −  20.364x +  1.0231 1-10×983/9 

= y تتا-لسونیو روش  574.09x3  −  42.496x2  −  9.9897x +  0.9947 1-10×984/9 

= y یتفاضل مرکز روش  524.76x3  −  38.416x2  −  12.624x +  1.6187 1-10×987/9 

= y نگزیجن روش  22.644x3  −  2.5426x2  −  0.4742x +  0.0859 1-10×989/9 

= 𝑦 نگزیجن افتهیارتقا  روش  1.3241𝑥3  +  0.3668𝑥2  −  0.106𝑥 +  0.0104 
1-10×99/9 

 
 هاو پیشنهاد گیرینتیجه

 یمقاله روش شتاب مرتبه سوم با استفاده از توابع وزن نیدر ا

. این کار مربعات بسط داده شد نیو کمتر نیپتروگالرک ،واحد
 ،سپس برای اولین بار است که لااقل در ایران انجام شده است.

 یهاییرایهرتز و م 1درجه آزاد با فرکانس  کی ستمیس کی
 در نظر گرفته شد. کیهارمون یدرصد با بارگذار 20و10،5،2،1

 01/0 شیافزا باهرتز ) 3تا  01/0از  کیهارمون یفرکانس بارگذار
 .دی( آن محاسبه گردقی)دق یلیداده شد و پاسخ تحل رییهرتز( تغ
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 ،شتاب مرتبه دو ،شتاب مرتبه سه یعدد یسپس با روش ها
 ،(یشتاب خطروش شتاب متوسط و روش ) ومارکیروش ن
و روش  جنینگزروش  ،یروش تفاضل مرکز ،لسونیروش و

هر  یخطا زانیسازه محاسبه شد و م نیپاسخ ا افتهیارتقا  جنینگز
 .دیمربعات محاسبه گرد نیانگیجذر م اریروش با استفاده از مع

 هیثان  02/0آن مقدار  نکوچکتری که شد انجام ∆tده  یکار برا نیا

که داد کار نشان  جینتا .بود هیثان  20/0آن مقدار نیو بزرگتر
نسبت به روش سه کاهش خطا در روش شتاب مرتبه  نیشتریب

-یم هثانی∆ t=20/0و  درصد  1 ییرای، مربوط به م2شتاب مرتبه 

 ءارتقا نگزجنی روش به مربوط ها∆tتمام  یخطا برا نیباشد. کمتر
موضوع است که در روش  نیاز ا یامر ناش نیعلت ا بود. افتهی

معادله تساوی سمت چپ  یبرا افتهی ءارتقا نگزیو ج نگزنیج

-یدر نظر گرفته نم یبیگونه تقر چیحاکم بر حرکت ه لیفرانسید
حاکم بر حرکت  لیفرانسید ادلهمعتساوی شود و در سمت راست 

 یشتاب برا یخط راتییض تغاست فر یکه مربوط به بارگذار
 یهایاز منحن افتهیارتقا  جنینگزو در روش  نگزنیروش ج

مشتق دوم در نقاط اتصال  و بیش یوستگیکه پ یمکعب نیلایاسپ
 یعدد گرید یهاشود. در روشیاستفاده م ،شودیم تیرعا

شود. مثلا در روش ینظر گرفته م رشتاب د یبرا یباتیتقر
 یمقدار شتاب در هر گام زمان (متوسطشتاب )روش  ومارکین

 نیدر روش شتاب مرتبه سه که موضوع ا ایشود. یثابت فرض م

 یشتاب در هر گام زمان راتییگردد که تغیفرض م، باشدیمقاله م
 اتیتواند بر واقعیم ات،یفرض نیباشد که ایم 3به صورت درجه 

 گردد.یم ی قابل توجهباعث خطا جهینباشد و در نت قامر منطب

با توجه به اینکه تحلیل برای ده گام زمانی و پنج میرایی  

گردید انجام شد، در نتیجه هر روش شامل پنجاه میانگین خطا می

گیری از این پنجاه میانگین خطا،میانگین میانگین که با میانگین

خطاها به دست آمد که کمترین آنها مربوط به روش جنینگز ارتقا 

 گردید.ا مربوط به روش تفاضل مرکزی مییافته و بیشترین آنه

، حدودا  یک میزان خطا  3روش جنینگز و روش شتاب مرتبه 

 بود. 8/8داشتند که نسبت خطای آنها به خطای حداقل، حدود 

در پایان، روند تغییرات خطا بر حسب گام زمانی و میرایی  
 3های درجه ایبررسی گردید و روابطی به صورت چندجمله

 شان داشتند.گردید که همبستگی مناسبی با مقادیر واقعیپیشنهاد 
چند  یها ستمیس قات،یتحق نیا یگردد در ادامه یم شنهادیپ 

روش  نیبا ا زین یخط ریغ یها ستمیس زیو ن یدرجه آزاد خط

روش  نیا یخطا زانیو م رندیقرار گ یمورد بررس ،یعدد یها
 د.نگرد یبررس زیموارد ن نیها در ا

 

 علائمفهرست 
m    جرم سیستم یک درجه آزاد 
n    هاتعداد بازه 

C    ضریب میرایی 
K   ضریب سختی فنر 
y وu   جابجایی مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 
ẏ  وu̇    سرعت مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 
ÿ وü  شتاب مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 

t, متغیر زمان 

p(t)  نیروی تحریک کننده سیستم یک درجه آزاد 
po   دامنه نیروی تحریک کننده سینوسی 

 ω   ای بار سینوسیفرکانس زاویه 

ω𝑛  ای طبیعی نامیرای سیستم یک درجه آزادفرکانس زاویه 
T𝑛  وره تناوب ارتعاش طبیعی نامیرای سیستم یک درجه آزاد د 

 ω𝐷  ای طبیعی میرای سیستم یک درجه آزادفرکانس زاویه 

   نسبت میرایی سیستم یک درجه آزاد 
t , ∆ti∆   گام زمانی 
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