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 حفره با طول محدودي  جداره به پيچش وارد بر بيجان همساننهايت بيتحليل محيط نيمه 

 

   )2(مرتضي اسكندري قادي     )1(محمدرضا محموديان 
 

آن عمود بر سطح آزاد  )همساني( كه محور ايزوتروپي بيجان )همسان( با رفتار ايزوتروپنهايت اين مقاله يك محيط نيمه بي در  چكيده
اسخ آن به پيچش معلوم و پ اي با طول محدود در امتداد محور ايزوتروپي در آن ايجاد شده است، در نظر گرفته شدهاستوانهي  است و حفره
ه در دلات تعادل استاتيكي حاكم بر مسألبدين منظور معا. شودميحليلي بررسي اين استوانه و حول محور استوانه به صورت تي  روي ديواره

اي نوشته شده و  با تقسيم محيط به دو ناحيه و نوشتن معادلات تعادل براي هر ناحيه به صورت مجزا و استفاده از دستگاه مختصات استوانه
ها در فضاي جايي هبه كمك قضيه عكس تبديل انتگرالي جاب .گرددميه ئايافته ار جايي محيط در فضاي تبديل هفوريه، جابتبديل كسينوسي 

ي  با حل معادله. آيدميدست ه له بكوشي حاكم بر مسأ انتگراليي  تن شرايط مرزي و پيوستگي، معادلهبا نوش. شودميه حاصل اصلي مسأل
با نتايج  بيجان همسانهاي دست آمده براي محيطه نتايج ب. ندآيميانتگرالي حاكم، توابع تنش و تغيير مكان در هر نقطه از محيط به دست 

  .شودميمقايسه  همسانهاي موجود براي محيط
 

  .انتگرالي  معادلات ،فوريه  كسينوسي  تبديل اي،استوانهي   فضا، حفره ، نيمجانبي  همسان ،پيچش  كليدي هاي واژه
  

Analytical Solution for a Transversely Isotropic Half-Space due to Torsion on the Wall of 
a Finite Length Cylindrical Cavity 

M.R Mahmoodian                                M. Eskandari-Ghadi 
 
Abstract  In this article, a transversely isotropic linear elastic half-space with depth wise isotropy axis of 
material containing a cylindrical cavity of finite length is considered to be under the effect of an arbitrary 
torsion force applied on the wall of the cavity. To this end, the equation of equilibrium has been written in 
a cylindrical coordinate system, by dividing the involved domain to two regions and considering the 
equation of equilibrium in each region and by means of Fourier cosine integral transforms, the non-zero 
displacement component is obtained in the transformed domain. With the aid of the inversion theorem of 
the Fourier cosine integral transform, the displacements are determined in the real domain. By writing 
boundary and continuity conditions, a governing generalized Cauchy singular integral equation is 
obtained. By solving the governing integral equation, the shear stress and the torsional displacement are 
obtained for any point. The degenerated results for isotropic media are compared with existing results 
reported in the literature, where there exists an excellent agreement. The results of the paper may be used 
as the benchmark for the related research in the transversely isotropic media. 
Key Words  Torsion, Transversely isotropic, Half-space, Cylindrical cavity, Fourier cosine transform, 
Integral equations. 
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  مقدمه

 ياز بارگـذار  يناش طيمح كيانتشار امواج در ي  مسأله
بـه اعمـال    كيالاست طيمح كيپاسخ  ليتحلو  يخارج

از جملـه   داخـل آن در  اي جـدار حفـره   يتنش بـر رو 
از  ياريبس ـتوجـه   اسـت كـه در قـرن گذشـته     يمباحث
 كيــو مكان يكــاربرد اتياضــيرو مهندســان  نامحققــ
بررسـي  ي  مسـأله  .را به خود جلب كرده است يمهندس

 ـ مي وجـود آمـده در يـك محـيط     ه زان تنش و كـرنش ب
هـاي   شـمع  تحت اثـر نيروهـاي ناشـي از    نهايتبي نيمه

كوتاه يا بلند نيازمند به بررسي اندركنش شمع و محيط 
 ـ است و اين خود نياز به تحليل محيط نيمـه بـي   ت نهاي

ثر بر فصل مشـترك  تحت اثر نيروهاي ناشي از شمع مؤ
  .محيط داردجدار شمع و 
ــترگارد،  ــوس ــال  نياول ــار در س ــك، 1941ب ــ ي  طيمح

بـا   اي استوانهي  با يك حفرهبا رفتار ارتجاعي  تنهاي يب
و پاسخ استاتيكي آن به  را در نظر گرفت تنهاي يطول ب
حفـره را  ي  شعاعي روي طول محدودي از ديواره فشار

اي  اسـتوانه ي  بعدي حفره آناليز سه. [15] به دست آورد
در . [3] انجام گرفت 1944گرين و زرنا در سال  توسط
رتجـاعي  ا طيمح ـ به تحليـل يـك  ، سلبرگ  1952سال 

  پرداخـت حفـره   يبـر سـطح داخل ـ   يفشار آن تحت اثر
مشـابه را بـا   ي  مسأله 1962بعدها جردن در سال  .[12]

ي  وارهياز د يقسمت يبر رو يخط يكينامياعمال فشار د
ي  پـارنز بـه مطالعـه   ، 1980در سال . [4] حفره حل كرد

متحـرك كـه بـه صـورت      يخط ـ يچش ـيپتنش اعمال 
واقع  ،اياستوانهي  حفره يدر امتداد محور داخل اي رهيدا

 ـ كيالاسـت  طيمح ـ كيدر   ،در حركـت بـود   تنهاي ـ يب
و كل  1952در سال   دونياسن چنين هم. [10] ختپردا

پـارنز  ي  مسـأله  ي، حالت دو بعد1958و هاث در سال 
پـارنز در سـال   . [1,14] قرار داده بودند يرا مورد بررس

 ـ تـنش  و ياعمال فشار شـعاع  يبه بررس 1982  چشيپ
نامحدود ي  حفرهي  وارهيد يبه طور مجزا، بر رو ،يخط
 ـ طيمح كيدر   ـ يب  جينتـا و  پرداخـت  كيالاسـت  تنهاي
 يك ـيدر نزد ييجا هتنش و جاب هاي لفهؤبرآورد م يعدد

پـارنز در سـال   . [7] نمودارائه را  و در طول حفره روين

حـل   يكيناميخود را در حالت د چشيپي  مسأله 1983
 سـه يمقا ،يقبل ـ يكيرا بـا حالـت اسـتات    آن جيو نتاكرد 
حاصل  هاي شو تن ها ييجا هجابدر اين مقاله .  [8]نمود

بـه   اي استوانهي  حفرهي  بر جداره ياز اعمال فشار خط
  .اند هدش انيب تنهاي يب يها صورت انتگرال

 يك ـيشـده در نزد   انجـام  هـاي  يه به بررس ـبا توج  
هـا بـه سـرعت     انتگرال ييمتمركز، همگرا يروياعمال ن

از . دهنـد  يخود را نشان م ـ نيو نقاط تك ابدي كاهش مي
دقـت   يدارا نيدور از نقاط تك ـ يدر نقاط جينتا، رو نيا

 طيپاسخ مح ـ 1986محقق در سال  نيا. باشند يم يخوب
ثر بـر سـطح   ؤم ـ ك،ي ـونهارم اي به فشار حلقه كيالاست
 را بـه دسـت آورد   ت،نهاي يبا طول ب يا استوانهي  حفره
  هــاي طيوجــود حفــره بــا طــول محــدود در محــ .[11]

در كـف   طيمح ـ يبه علت وجـود سـخت   ت،نهاي يبمهين
، رو از ايـن  .گردد يمسأله م ليتحل يحفره، باعث دشوار

ي  حفـره ي  بـر جـداره   روياثر اعمال ن قاتيدر اكثر تحق
 .مورد مطالعه قرار گرفته اسـت  طيمح كيدود در نامح
از جمله  يمهندس ياز كاربردها ياريجا كه در بس از آن

در محـل و   يكيمطالعـات ژئـوتكن   هـا،  ونيحفر فونداس
حفـره، بـا   ي  وارهي ـمدل كردن گسترش تنش وارد بـر د 

اثـر  ي  مطالعـه  ؛ميمحدود سر و كار دار طولبا  اي حفره
  .باشد يود مهم مبر حفره با طول محد روين

بـر   يچشيپتنش اثر  1992و عابدزاده در سال پك   
گــن و هم طيمحــ كيــمحــدود در  اي حفــرهي  وارهيــد

در . [6] انـد  قـرار داده  يمـورد بررس ـ با دقت را همسان 
افـزون از مـواد    روزي  حال حاضر با توجه بـه اسـتفاده  

انتشـار امـواج در   ي  نهيزمدر  قاتيبه تحق ازيناهمسان ن
مـواد  ، مثـال  يبرا. شود ياحساس م شتريب ها طيمح نيا

علــوم ي  نــهيدر زم ريــاخ يهــا كــه در ســال تيــكامپوز
 تيخاص ـ يدارا انـد،  افتـه ي ايكاربرد گسـترده  يمهندس
كـه   هـايي  نيدر زم ـ گـر يد ياز سو. باشند يم يناهمسان

رسـوب كـرده اسـت و     يثقل ـ يروي ـخاك تحت اثـر ن 
داده  ليهـم تشـك   يشـده رو  سـربار  يع ـيطب هاي نهشته

اما بـا توجـه بـه     ؛وجود دارد يناهمسان تياست، خاص
 هـاي طيمح ـ ،يمهندس ـي  نهيدر زم يملاحظات كاربرد
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 ايــو  يجــانب همســانبــه صــورت  ناهمســان معمــولاً
 يدر حالـت كل ـ . ]16[ شونديم سازي مدل يكارتوتروپ
 همسـان فـرض   ،يبعد سه طيمح كيكه در  يدر صورت

 ـچيمسـأله پ  لي ـبودن ماده كنار گذاشته شود، تحل و  دهي
   .خواهد شد يطولان
 ـ مهين طيمح كي در اين مقاله    ـ يب بـا رفتـار    تنهاي

با طول محدود در  اي استوانهي  كه حفره يجانب همسان
، در نظر گرفته شده جاديدر آن ا يزوتروپيامتداد محور ا

ي  وارهي ـد يمعلـوم رو  چشيو پاسخ آن به پاست شده 
 يل ـيبـه صـورت تحل   و حول محور استوانه نهاستوا نيا

 منظور معادلات حركت حاكم بر نيبد .شود يم يبررس
با . شود ينوشته م اي مسأله در دستگاه مختصات استوانه

و نوشـتن معـادلات حركـت     هيبه دو ناح طيمح ميتقس
 طيشـرا  يبـه صـورت مجـزا و برقـرار     هيهر ناح يبرا
در روش . شود يم نييتع طيپاسخ مح يو مرز يوستگيپ

 لـذا  اسـت؛ استفاده شده  هيفور ينوسيكس ليحل از تبد
بـه دسـت    افتـه ي ليتبد يدر فضا طيمح هاي ييجا هجاب
 ـ ليعكـس تبـد  ي  هيبـه كمـك قض ـ  . نـد آي يم  ،يانتگرال

. شـود  يمسأله حاصـل م ـ  ياصل يدر فضا ها ييجا هجاب
ي بـا معرفـي يـك تـابع ميـاني و      گير هاي انتگرال ثابت

احيـه در  شرايط پيوستگي و سازگاري بـين دو ن  ارضاي
 ـ بـا نوشـتن شـرايط    . آينـد  دسـت مـي  ه فضاي واقعي ب

سازگاري، معادله انتگرالي كوشي حاكم بر تـابع ميـاني   
انتگرالي كوشي، ي  با حل معادله. شود حاصل ميمسأله 

با اسـتفاده از معـادلات    ومي آيد ها به دست  جايي هجاب
جـانبي بـه دسـت     همسـان هـا در محـيط    رفتاري تنش

شـود كـه    مـي رد عـددي نشـان داده   بـا بـرآو   .آينـد  مي
مربــوط بــه  ،تــر در حالــت ســادهمســأله هــاي  جــواب
هاي موجود منطبق اسـت   ، بر جوابهمسانهاي  محيط

  .دلالت بر صحت و دقت نتايج دارد كه
 

  مقدار مرزيمسأله معادلات حاكم بر 
نهايت ارتجاعي، همگن و بـا رفتـار    يك محيط نيمه بي 

و  lاي بـه عمـق    توانهاسي  با يك حفرهبي جان همسان
. شـود  مـي در نظـر گرفتـه   ) 1(مطـابق شـكل    aشعاع 

)z,,r(اي  دستگاه مختصـات اسـتوانه   θ  ايـن   را مطـابق
محـور ايزوتروپـي محـيط در    . گيـريم  ميدر نظر شكل 

مود بر سطح نيم فضـا در  و در نتيجه ع zامتداد محور 
lz0ي  ديواره حفره در فاصله .شودمينظر گرفته  << 

*تحت اثر تنش برشي معلوم  (z)τ ي  نتيجـه . دقرار دار
lايــن تــنش برشــي گشــتاور معلــوم 

2 *

0
2 a (z)dzπ τ∫ 

ي  مسأله، محيط را بـه دو ناحيـه   به منظور حل. باشد مي
1R  2وR  1شكل (كنيم  ميبه صورت ذيل تقسيم:(  
  
)1(   { }1R (r, , z) r a, 0 2 , z 0= θ > < θ < π >  
  
)2(  { }2R (r, ,z) r a,0 2 ,z l= θ < < θ < π >  
  

  
  نهايتبياي در محيط نيمه استوانهي  حفره  1شكل 

  

به مسأله ط مرزي شرايبندي،  با توجه به اين تقسيم  
  :باشد زيرميصورت 

)3(  lz0),z()z,a( *
1r <<τ=τ θ  

  

)4(  ar,0)0,r(1z >=τ θ  
  

)5(  z 2 (r, l) 0, r aθτ = <  
  

)6(    1u (r,0) 0, r a
z

∂
= >

∂
  

  

)7  (  2u
(r, l) 0, r a

z
∂

= <
∂
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  :شودميبه صورت زير نوشته  نهايتبيدر شرايط و 
  

)8 (  2 2
iu (r,z) 0, (r z ) , i 1,2→ + →∞ = 

  

و  1Rي  مربوط بـه ناحيـه   1يس ين روابط انددر ا  
در بـه عـلاوه   . باشـد مي 2Rمربوط به ناحيه  2انديس 

هـاي   هاي برشي و تنها تنشتنش zθτو  rθτاين روابط 
uچنين غير صفر محيط هستند و هم uθ= مكـان  ري ـتغي

. ده اسـت در دستگاه مختصات معرفـي ش ـ  θدر امتداد 
r چنان است كـه مسأله طبيعت  zu u 0=  .باشـد مـي  =

هاي غيـر صـفر   مكان براي تنشتنش ـ تغيير  ط بينبروا
  :[5] باشندميبه صورت زير 

  
)9(  r

u u u( ) r ( )
r r r rθ

∂ ∂
τ = µ − = µ

∂ ∂
  

  

)10(  z
u( )
zθ
∂′τ = µ
∂

  

 µ′در صـفحه ايزوتروپـي و   مدول برشـي   µكه در آن
مدول برشي در صـفحه عمـود بـر صـفحه ايزوتروپـي      

مكـان در هـر   عادل بر حسب تغييـر تي  معادله .باشد مي
  : [5]د آيميناحيه به صورت زير در 

  

)11(  
2 2

21 1 1 1
2 2 2

u u u u1 0,
r rr r z

r a, z 0

∂ ∂ ∂
+ − + α =

∂∂ ∂
> >

  

  

)12(   
2 2

22 2 2 2
2 2 2

u u u u1 0,
r rr r z

r a, z l

∂ ∂ ∂
+ − +α =

∂∂ ∂
< >

  

  

2 كه در آن ′µ
α =

µ
ي  ، نسبت سختي برشي در صـفحه 

بـر  عمـود  ي  در صـفحه ايزوتروپي بـه سـختي برشـي    
ــفحه ــي ي  ص ــيايزوتروپ ــدم ــنش و  .باش ــتگي ت پيوس

بـه   2Rو  1Rهـاي   مكان در فصل مشترك ناحيـه  تغيير
  :باشند ميصورت زير 

 )13(   r 1 r 2(a, z) (a, z), z lθ θτ = τ ≥  
  

)14(   1 2u u
(a, z) (a, z), z l

z z
∂ ∂

= ≥
∂ ∂

  

ــه   ــه) 14(ي  رابط ــي  ي  نتيج ــنش برش ــتگي ت پيوس
z 1 z 2(a,z) (a,z)θ θτ = τ برايz l≥ است.  

  
  ل معادلات حاكمح

بـراي تبـديل معـادلات بـا     مسـأله  ي  وجه به دامنـه با ت 
معــادلات ديفرانســيل  بــه )11 و 12(مشــتقات جزئــي 

 كنـيم  مـي از تبديل كسينوسـي فوريـه اسـتفاده     معمولي
zاز  1Rي  جايي كه دامنه ناز آ. [13] نهايـت   بيتا  =0

zاز  2Rي  و دامنــه l=  نهايــت اســت، تبــديل بــيتــا
و ها متفاوت اسـت  كسينوسي فوريه توابع در اين دامنه

  :شوندميبه ترتيب به صورت زير نوشته 
  
)15(   1 1

0

2f (r, ) f (r, z)cos( z)dz
∞

ξ = ξ
π ∫  

  
)16(   ( )2 2

l

2f r, f (r,z l)cos (z l)dz
∞

ξ = − ξ −
π ∫  

  
هاي  خواه به ترتيب با دامنه توابع دل 2fو  1fكه در آن 

1R  2وR  1و هستندf  2وf   تبديل فوريه كسينوسـي
معادلات فوريه تبديل كسينوسي ، بنابراين. باشندميآنها 

  :دآيميزير در  به صورت )11 و 12(
  
)17(   

2
2 2i i

i2 2

d u du1 1( ) u 0, i 1,2
r drdr r

+ − α ξ + = = 

  

با تغييـر   .استفاده شده است )6-8(كه در آن از شرايط 
rξمتغير  = ζ  وαζ = ζ  ي  بـه معادلـه  ) 17(ي  معادلـه

آيـد و جـواب   مـي اول در ي  مرتبـه ي  شده بسل اصلاح
  :در حالت كلي به صورت ξو  rها بر حسب  آن
 

 )18(   
i i 1

i 1

u (r, ) A ( )K ( r)
B ( )I ( r), i 1, 2

ξ = ξ αξ
+ ξ αξ =  
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ــي ــم ــهد باش 1I در آن ك (x) 1 وK (x)   ــل ــع بس تواب
 .باشـند مييك ي  دوم از مرتبه نوع اول وي  دهش اصلاح

r كــه ميهنگــا 1Rي  در ناحيــه →∞، 1I  بــه ســمت
قابـل   جـواب  بـه منظـور داشـتن   . كند ميل مينهايت  بي

1B قبول ( )ξ  2ي  چنـين در ناحيـه   هم .باشدميصفرR 
r كه ميهنگا 0→، 1K  در كنـد،  مـي ل مينهايت بيبه
2Aصــورت ايــن ( )ξ ، بــا اســتفاده از. باشــدمــيصــفر 
هـا در   جايي هب عكس تبديل كسينوسي فوريه جاي  قضيه

  :به صورت به ترتيب دو ناحيه
  

)19(  1 1 1
0

u (r,z) A ( )K ( r)

cos( z)d , r a,z 0

∞
= ξ αξ

× ξ ξ ≥ ≥

∫  

  

)20(  2 2 1
0

u (r,z) B ( )I ( r)

cos (z l)d , r a,z l

∞
= ξ αξ

× ξ − ξ ≤ ≥

∫  

ــت   ــه دس ــيب ــدم ــرايط   . آين ــرفتن ش ــر گ ــا در نظ ب
 1R در ناحيـه  اي شكلروي مرز استوانه) 13(پيوستگي

rن توا مي 1θτ را به صورت:  
  
)21(   

*
1

r a

(z) 0 z lulim r ( ) (z)
r r (z) z l+→

⎧τ < <∂ ⎪µ =µχ =⎨∂ τ ≥⎪⎩
  

  
rتابع و  2θτ 2 ناحيه در مرزRبه شكل را:  

  
)22(   2

r a

u
lim r ( ) (z), z l

r r−→

∂
µ = µχ ≥

∂
  

  

 χ(z)شـود تـابع   مـي طور كـه مشـاهده    همان. نوشت
ي  ع كرنش برشي در صفحات موازي صـفحه معرف تاب

r − θ  درr a= با جاگـذاري   .باشدمي بر حسب عمق
و اسـتفاده از روابـط    )21 و 22( در )19 و 20(روابـط  

چنين عكس تبـديل   مشتق توابع بسل اصلاح شده و هم
1Aكسينوسي فوريه ضرايب ( )ξ 2وB ( )ξ    بـه صـورت

  :آيندميذيل به دست 
)23(   1

02

2A ( ) (z)cos( z)dz
K ( a)

∞−
ξ = χ ξ

παξ αξ ∫  

)24(  
( )2

l2

2B ( ) (z)cos (z l)dz
I a

∞
ξ = χ ξ −

παξ αξ ∫  
  

به ترتيب در روابط  )23 و 24(با جاگذاري روابط   
 بـر حسـب   جـايي در دو ناحيـه   هزان جابمي، )19 و 20(

 1u هـاي  جايي هجاب. آيدميبه دست  χ(z)مجهول تابع
 بــا. را ارضـا نماينــد ) 14(پيوســتگي ط شــر بايـد  2uو

   :داريم zنسبت به 2uو 1u گيري ازمشتق

)25(

1
k

0

k

u 1(r, z) ( (r, z )
z

(r, z ))
( ) d , r a, z 0

∞∂
= φ − ζ

∂ απ
+ φ + ζ
× χ ζ ζ > ≥

∫
   

  

2
I

l

I

u 1(r, z) ( (r, z )
z

(r, z 2l))
( ) d , r a, z l

∞∂ −
= φ − ζ

∂ απ
+ φ + ζ −
× χ ζ ζ < ≥

∫
  

)26(  

  
  كه طوريه ب

)27(  1
k

0 2

K ( r )(r , d ) sin( d ) d
K ( a )

∞ αξ
φ = ξ ξ

αξ∫  

  

)28(   1
I

0 2

I ( r)
(r,d) sin( d)d

I ( a)

∞ αξ
φ = ξ ξ

αξ∫  
  

، اين )14( پيوستگيط شر در) 25 و 26( جاگذاري با و
 τ(z)زير براي تعيـين  معادله انتگرالي  شرط به صورت

zبا  l≥  دآيميبه دست:  
  

)29(   

I I
l

k k
1

l
*

k k
0

( (a ,z ) (a ,z 2l)) ( )d

( (a ,z ) (a ,z )) ( )d

( (a ,z ) (a ,z )) ( )d , z l

∞
− −

∞
+ +

+ +

φ −ζ +φ +ζ− τ ζ ζ

+ φ −ζ +φ +ζ τ ζ ζ=

− φ −ζ +φ +ζ τ ζ ζ ≥

∫
∫
∫

  

   

كوشـي  ي  يافتـه  تعمـيم  معادله انتگرالـي  ،)29(ي  معادله
  .دوش ميناميده 
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  انتگرالي حاكم ي  حل معادله
شـود توابـع   ميمشاهده ) 29(ي  طور كه در معادلههمان

kφ  وIφ  بايد برايr a→ ي  با محاسبه. بررسي شوند
k (a ,d)+φ  وI (a , d)−φ بعـد بـي يرهـاي  و تعريف متغ  

 ˆ
a
ζ

ζ = ،ll̂
a

zẑو=
a

به صورت ) 29(ي  معادله =
  : شودميزير نوشته 

  

)30( 

l̂

1 1 2
l̂

2

2 1 1 ˆ ˆˆ[ ] ( )dˆ ˆ ˆˆˆ ˆˆz zz 2l

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[k ( z) k ( z 2l) k ( z)

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆk ( z)] ( )d f(z), z l

∞

∞

− − τζ ζ
ζ− ζ+ζ+ −

+ ζ− − ζ+ − + ζ−

− ζ+ τζ ζ= ≥

∫

∫  

  
  به طوري كه  
)31(   ˆ ˆ(z) (z)τ = τ   
  

)32(     ξξ−
αξ
αξ

= ∫
∞

d)dsin()1
)(I
)(I()d(k

0 2

1
1  

  

)33(  ξξ−
αξ
αξ

= ∫
∞

d)dsin()1
)(K
)(K()d(k

0 2

1
2  

  

)34(  
l̂

k
0

*
k

ˆˆ ˆf (z) a[ (a , za a)

ˆ ˆ ˆˆ(a , za a)] ( a)d

+

+

= φ − ζ

+ φ + ζ τ ζ ζ

∫  

    

هـاي برشـي    تـنش ) 30(انتگرالـي  ي  با حل معادله  
r روي مرز a= و z l≥  حـل  بـراي   .آيندميبه دست

ظور نبه ممتغيرهاي زير  از تغيير )30( انتگراليي  معادله
  :كنيمميستفاده ابعد كردن  بي
  
)35(   ˆ ˆˆ ˆv l / , x l / z= ζ =   
  

 تـوان ميرا ) 30(ي  ، معادله) 35(ي  به كمك رابطه  
  فرم به
  

)36(   
1

0

ˆˆG(x,v) (l / v)dv g(x), 0 x 1τ = ≤ ≤∫  

  :كه طوريه نوشت، ب

)37(   
12

1 2 2

ˆ ˆ ˆ2 2x 1 1 l l lG(x,v) [ ] ( )[k ( )
x v v x 2vx x v v xv

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆl l l l l lˆk ( 2l) k ( ) k ( )]
v x v x v x

−
= − + + −

− + − +

− + − + − − +

  

  و
)38(   ˆg(x) f (l / x)=  

l)ˆˆ تابعتوسيع با    / v)τ  نسـبت بـه   به صورت زوج
  :را به صورت زير نوشت) 36(ي  توان رابطهمي مبدأ

  

)39(  
1

1

1 ˆˆG( x , v ) (l / v )dv g( x ),
2

1 x 1
−

τ =

− ≤ ≤

∫   

  
ˆتابع رفتار  بررسيبا    ˆ(z)τ  تـوان  مينقاط تكين، در

  :به صورت −]1,1[ي تابع را در فاصله
  

)40(   1
32ˆˆ(l / x) T(x) / (1 x )τ = −  

  

يك تابع هموار در  T(x)تابع مجهولكه در آن  نوشت
1ي  فاصله x 1− ≤ ي  با در نظر گـرفتن رابطـه  . است ≥

  :شودميبه صورت زير بيان ) 39(انتگرال ) 40(
  

)41( 
1

11 2 3

T( v )1 G( x , v ) dv g( x ),
2

(1 v )
1 x 1

−
=

−
− ≤ ≤

∫  

  

 درانتگـرال فـوق    نقـاط تكـين   با در نظـر گـرفتن    
چنـد  بـه صـورت   بسط و استفاده از  −]1,1[ي  محدوده
)بياي ژاكو جمله ),

2n{P (x)}α β 1ا ب
3α = β بـراي تـابع    =

 T(x)زوج بـودن تـابع   موجود در انتگرال و نيز  تكين
1براي  1− ≤ ≤xانتگرالي به صورت دستگاه ي  ، معادله

  :[2] شود مي دلات زير نوشتهامع
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)42(   
2N

k j k
k 1

k j

1 W G( x , v )
2

T( v ) g( x ), j 1,..., 2N 1
=

× = = −

∑  

  

 )Collocation Method( كه در آن از روش تجمع محلـي 
) 41(راي نقاط تكين تابع زير علامت انتگرال در ب] 17[

  ):42(ي  در رابطه. استفاده شده است
  

)43(   
( ) ( )

k

, ,
2N 1 k 2N k

(4N 2)W
(2N 1)!(2N 1)

(2N 1) (2N 1)2
(2N 1)P (v )dP (v )/ dv

α+β

αβ αβ
+

− +α+β+
=

+ +α+β+

Γ +α+ Γ +β+
×
Γ +α+β+

  

  
  

kو  jv , x اي ژاكوبيريشه هاي چند جمله  
  
)44(   

2 2( , )
3 3

2N 1 jP (x ) 0, j 1,..., 2N 1− = = −  
  

)45(   
1 1( , )
3 3

2N kP (v ) 0, k 1,...,2N
− −

= =  
مبـدأ   نسـبت بـه   kvو  jxجـايي كـه    از آن .باشـند مي

 ـ) 42( دستگاه معـادلات د، تنمتقارن هس jيراب 1,..., N= 
  به صورت 

  

)46(  
N

k j k k j
k 1

W G(x ,v )T(v ) g(x ), j 1,...,N
=

= =∑  
  

Nxبراي و   :شود ميبه صورت زير نوشته  =0
 

)47(   
N

k
k 2

kk 1

T(v )
W 0

(v )=

=∑  

 
باشد كه با حـل  ميادله مع Nشامل ) 46(ي  رابطه  
kT(vها  زمان آن هم kبراي ( 1,..., N=  آيد ميبه دست .

ˆو T(x)با توجه به رابطه بين ˆ(z)τ چنـين روابـط    و هم
پاسخ محيط بـه تـنش پيچشـي     )19 و 20 و 23 و 24(

ــوم  ــبه  τ*معل ــل محاس ــيقاب ــدم ــياري از در . باش بس
ي  جـايي روي ديـواره   هبجا كاربردهاي مهندسي تنش و

بـا اسـتفاده از رابطـه    رو، حفره مورد نياز است، از ايـن 
rجايي را در  هتوان جاب مي) 19( a=     بـه صـورت زيـر

  :محاسبه نمود

 )48( 
2 2

l̂

a ˆu (a , z) {Q (z)

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[q (z ) q (z )] ( ) d
∞

=
απ

+ + ζ + − ζ τ ζ ζ∫
  

  :كه طوريه ب
  
)49(   1

2
0 2

K ( )q (d) cos( d)d
K ( )

∞ αξ
= − ξ ξ

ξ αξ∫  
  

)50(   l̂
*

2 2
0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆQ(z) [q (z ) q (z )] ( )d= + ζ + − ζ τ ζ ζ∫  
  
)51(   * *ˆ ˆ(z) (z)τ = τ  
  

  2q (d)    به صورت يك انتگرال محيطي قابـل حـل
بـا اسـتفاده از   ) 48(ي  حل عـددي رابطـه  . [6] باشد مي

  روش تجمع محلي به صورت
  

)52(   

N

k 1

l̂
ˆW [q (z )2k vk

ˆ ˆl l
ˆq (z )]( )T(v )2 k2v vk k

u(a, z) 1 ˆ{Q(z)
a

ˆˆ}, z l

=

+

+ −

= +
απ

≤

∑
  

  

روي  τ(a,z) تـنش برشـي   توان نشـان داد مي .باشدمي
rمرز  a=  شودميبه صورت زير محاسبه:  

  
z

2 2
l̂

(a, z) ˆ{f (z)

1 1 ˆ ˆˆ ˆ[ k (z ) k (z )]ˆ ˆˆ ˆz z
ˆˆ ˆˆ ˆ( )d }, z l

θ

∞

τ α
=

µ π

+ + + − ζ + + ζ
− ζ + ζ

×τ ζ ζ ≤

∫
  

)53(   

با استفاده از روش تجمع محلي براي حل انتگـرال    
  اخير را به صورت عدديي  وان رابطهتمي) 53(
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 )54( 

N
z

k k
k 1

k k

2 22
k kk

(a, z) ˆ{f (z) W T(v )

1 1[ ˆ ˆˆ ˆv l / z v l / z
ˆ ˆ ˆl l lˆ ˆ(k (z ) k (z ))]}

v vv

θ

=

τ α
= +

µ π

× −
− +

+ − + +

∑

  
  .محاسبه نمود

  
  برآورد عددي

 متمركـز و  به منظور بررسي پاسخ محيط، تنش پيچشي
بـه صـورت زيـر تعريـف      sرا در عمـق   τ(z)*معلوم
  :كنيم مي

)55(   * (z) a (z s), 0 s lτ = δ − < <   
  

 .باشـد ميتابع دلتاي ديراك  δ(x)فوقي  در رابطه  
روي مـرز   τ(z)*مكان ناشـي از نيـروي پيچشـي    تغيير

r a=  در عمقs در شكل  همسانبراي مصالح  =0.5
ن مطـابق انتظـار   مكااين تغير .نشان داده شده است) 2(
z=در s و بـا دور شـدن از   شود  نهايت ميبي=z s 

صل از در اين شكل نتايج حا .يابدميبه سرعت كاهش 
شـده توسـط پـك و عابـدزاده      اين مطالعه با نتايج ارائه

ها معرف  جوابعالي تطابق . مقايسه شده است) 1992(
  .باشدميبه دست آمده صحت نتايج 

  
0
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This Study

Pak&Abedzadeh (1992)

u
a

=ˆ zz
a

  
  

l̂( همسانمصالح  در حفرهي  ديواره مكانتغيير  2شكل  2=(  
 

ي به رفتـار محـيط،   همسانزان ناميبررسي اثر براي   
بـا   بيجـان  همسـان  هايمحيط ،همسانمحيط  علاوه بر

0.5α ضرايب 1.5α و =  .شـوند مـي  گرفته در نظر =
1αنيز همسانبراي محيط  زان مي )3(شكل  .باشد مي =

 يپيچش ـ تـنش  حفره بر اثر اعمـال ي  جايي ديواره هجاب
* (z)τ  روي مرز) 55(مطابق r a=   و در عمـقs 1= 

ثير ناهمسـاني مصـالح بـر    زان تـأ مي ـ. دهـد يم ـرا نشان 
بـه طـور    حفـره ي  ه وجود آمده بـر ديـواره  جايي ب هجاب

  .شودميمشاهده  واضح
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u
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=ˆ zz
a
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=
=

.

.
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α

  
  و  همسانمصالح  حفرهي  ديواره تغيير مكان  3شكل 

l̂(بيجانهمسان 2=(  
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  تنش برشي ديواره حفره مصالح همسان و   4 شكل

l̂(جانبيهمسان 2=(  

 
حفره بر اثـر  ي  ه وجود آمده در جدارهان تنش بزمي  

*پيچشي  تنشاعمال  (z)τروي مرز r a=   و در عمـق
s طـور كـه   همـان  .شـود مـي  مشاهد) 4(، در شكل =1

ي  مده در ديوارهه وجود آشود، تنش برشي بميملاحظه 
ي  همــهحفــره در محــل اعمــال تــنش پيچشــي، بــراي 

و با دور شـدن   كند،ميل مينهايت بيبه سمت  مصالح،
از محل اعمال تنش پيچشي، مصالح رفتـار متفـاوتي از   
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zبا نزديـك شـدن بـه مـرز      و دهندميخود نشان  0= 
صـفر  برشي براي هر دو مصالح بـه سـمت   زان تنش مي
 ـمي .كندميل مي حفـره  ي  نش برشـي روي ديـواره  زان ت

zبراي مصالح متفاوت، در مرزهـاي   0= ،ˆz l=  و در
-پيچشي يكسان و در ساير قسمتگشتاور محل اعمال 

هـاي  تفاوت تنش برشي در محـيط  .باشدميها متفاوت 
ت در نظـر  مي ـاه بـه معنـي  ) 4(متفاوت مطـابق شـكل   

ايزوتروپـي محـيط در بررسـي ايـن رفتـار       گرفتن اثر نا
  .باشد مي

 
  گيري هنتيج

در اين مقاله يك روش تحليلي براي بـه دسـت آوردن   
بـه   بيجـان  همسـان نهايت با رفتار بيپاسخ محيط نيمه 

ارائـه شـده   پيچش وارد بر جدار حفره با طول محـدود  
و  2Rو  1Rي  بـا تقسـيم محـيط بـه دو ناحيـه     . است

معـادلات تعـادل در    استفاده از تبديل كسينوسي فوريه،
,r)اي دستگاه مختصات استوانه ,z)θ   براي هـر ناحيـه 

معمولي بر حسب عمـق تبـديل   معادلات ديفرانسيل به 
دو  يشـرايط پيوسـتگ  شده، به طوري كه با حـل آنهـا،   

بـا  . منجر شده اسـت انتگرالي كوشي ي  معادله به ناحيه

انتگرالي كوشي با اسـتفاده از بسـط تـابع    ي  حل معادله
اسـتفاده از روش  نيز و  بيژاكو ايجمله به چندمجهول 

مجهـولي   N،معادلـه  Nتجمع محلـي، يـك دسـتگاه    
برشي و سپس تنش  ها تابع آنبا حل كه  هحاصل گرديد

ي  حفــره در فاصــلهي  روي ديــوارهتــابع تغييــر مكــان 
0 z l≤ بـه  متناهي  هاي خطي نيمهبه صورت انتگرال ≥
توابع زير علامت انتگرالي بـه علـت    .ه استدست آمد

باشـند،  ميوجود توابع بسل اصلاح شده، توابع نوساني 
امـا رونـد    ؛كننـد ميل ميسمت صفر نهايت به  بيكه در 

بنـابراين،  . نهايت كنـد اسـت  بيهمگرايي اين توابع در 
در ايـن مقالـه   هـا  يكي از موارد مهم در برآورد انتگرال

تنش  ،بررسي نتايجبراي . نهايت فيزيكي استبيتعيين 
 فـرض  sحفـره در عمـق   ي  معلوم روي ديوارهبرشي 

بـه   مكـان و تـنش  تغييـر تيجـه توابـع   ه است و در نشد
به منظور نشان . اند همحاسبه گرديد s صورت توابعي از

خ محيط، نتايج ي مصالح بر پاسهمساننا زانميثير دادن تأ
حفـره ارائـه   ي  مكان و تنش ديـواره مختلف براي تغيير

بـه علـت    شودميگونه كه ملاحظه همان. ه استگرديد
 همسـان و  همسانهاي موجود بين نتايج مصالح تفاوت

جانبي، لازم است در كاربردهاي مهندسي براي نزديـك  
 .بودن پاسخ به واقعيت، مصالح به درستي معرفي گردند
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