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1. Introduction 

A gravity dam, constructed of masonry or concrete, 

typically has a triangular profile, with the maximum width 

at the base and its apex at the crest. For the sake of 

simplicity, the dam is idealized as a tapered beam with a 

rectangular cross-section, featuring a widened section on 

the top to provide the required freeboard, h , and 

accessibility, as depicted in Fig. 1. These dams have long 

been under scrutiny owing to their simple geometry, ease 

of calculation, and practical implementation.   

 

 
 

a) b) 

 
 

c) d) 
 

Fig. 1: Profile of the concrete gravity dam, a) with crest, b) 

subjected to an axial load equivalent to the weight crest, c) 

with an attached mass, d) equivalant  cantilever beam and 

coordinate system. 

 
2. Governing equations 

The governing equations for the transverse and axial 
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vibration of the beam, based on the Euler-Bernoulli and 

Rayleigh theories, can be expressed as Equations (1) to (4). 

It is noteworthy that the harmonic motion is to be 

investigated in the frequency domain, with axial forces and 

energy dissipation being neglected.  
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In these equations, the prime symbol following a 

displacement variable denotes its derivative with respect 

to a spatial coordinate. According to Fig. 1, the variable y 

represents the longitudinal coordinate, and u(y) defines the 

transverse displacement of an arbitrary point along the 

axial direction. Furthermore, ρ(y), E(y), I(y), A(y), v(y), υ, 

and J(y) stand for mass per unit volume, the elasticity 

modulus of the material, moment of inertia about the 

neutral axis, cross-sectional area, axial displacement, 

Poisson’s ratio, and polar moment of inertia, respectively. 

Here,  and   imply the natural frequencies of the 

transverse and axial vibration of the beam. 

In the Galerkin method, the approximate solution is 

expressed as a linear combination of admissible functions 

within a finite-dimensional subspace in the following 

form. 
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( )

1
j j

N
c y

j


=
 

where the coefficients ci indicate the unknown constants, 

and the functions ϕi(y) signify the known admissible 

functions which satisfy all the boundary conditions of the 

eigenvalue problem. Substituting the trial solution into the 

differential equations (1) to (4) generates the residual. 
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Equations (6) to (9) are subsequently obtained by setting 

the weighted residual integral to zero. 
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in which the stiffness and mass coefficients are 

presented in the weak form, when necessary, as follows.  
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The mode shapes of the homogeneous uniform beam 

are reasonable to cast as the admissible functions of the 

trial solution. Hence, the corresponding eigenmodes in the 

case of transverse and axial vibration are presented in 

equations (11) and (12), respectively.   
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The value of A  is given by Eq. (13), while j  is 

obtained by solving the characteristic equation (14) 

regarding the boundary conditions, ( ) ( )u h u h = = 0. 
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3. Conclusion  

This study confirms the accuracy and efficiency of the 

Galerkin method in analyzing the axial and transverse 

free vibration of concrete gravity dams. The key 

findings are as follows: 

• The transverse free vibration of the tapered concrete 

dams is described using a combination of Bessel 

functions of the first and second kind, which yield 

nearly exact eigenvalues. 

• Similarly, Bessel functions of the first kind provide an 

accurate characterization of the axial free vibration. 

• Simulating the upper segment of the dam as a tip mass 

or a concentrated axial load does not significantly 

affect the natural frequencies of the transverse and 

axial free vibration.  Nonetheless, modeling the 

superstructure as a uniform section with a constant 

width has a considerable effect on the eigen solution. 

Therefore, the widened section on the top must be 

taken into account.  

• The Euler-Bernoulli theory yields greater 

eigenfrequencies compared to the Rayleigh theory. The 

difference is smaller in lower modes but becomes 

significant in higher modes, especially in the case of 

transverse vibration. Hence, relying on the Euler-

Bernoulli theory for the free vibration analysis of dams 

in higher modes may lead to considerable error.  
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   *نیگالرگ به روش بدون اثر مخزن یوزن یبتن یسدها یو محور یجانب آزاد عاشارت لیتحل

 مقاله پژوهشی

  (1)اینینوائ بهرام

DOI: 10.22067/jfcei.2025.89758.1320 

 ریمتغ مرخیبا ن یلیرا ریو ت یبرنولـ  لریاو ریت هیبا استفاده از دو نظر مخزن بدون احتساب اثر یوزن یبتن یارتعاش آزاد سدها لیپژوهش، تحل نیا در  دهیچک

 یاست. به منظور متناه استفاده شده نیاز روش گالرک یفرکانس یدر فضا ریحاکم بر ارتعاش آزاد ت لیفرانسیحل معادلات د یاست. برا قرار گرفته یمورد بررس

جرم  یهاسیماتر ،یوستگیپ شرط نیتأم منظورشده است. به انتخاب یاسیتوابع ق عنوان ثابت به مرخیسازه متناظر با ن یرایشکل مود نام ،یشدن انتگرال مانده وزن

. ندیآیم دست به ژهیو یمشخصه و مقدارها معادلهآن  کمک و به نییتع یکینامید یسخت سیماتر نانیدترمآن  اساس که بر دندیگرد انیب فیضع شکل به یو سخت
ارتعاش  لیدر تحل یمورد بررس هیاز دقت روش، دو نظر نانیاطم از شده است. پس سهیمقا یلیتحل یهابا روش یینها یهاروش حاضر، پاسخ یسنجصحت یبرا

ـ  لریاو هیاستفاده از نظر ،یوزن یبتن یبالاتر سدها یبسامدها یکه برا دهدیبه وضوح نشان م جینتا سهیاند. مقاقرار گرفته یابیمورد ارز یوزن یبتن یآزاد سدها
 است.  یضرور یلیرا هیو استفاده از نظر شودیم یقابل توجه یباعث خطا یبرنول

 

 . نیروش گالرک ،یلیرا هینظر ،یـ برنول لریاو هینظرارتعاش آزاد،  ،یوزن یبتن یسدها  یدیکل یهاواژه

 

 

Transversely and Axial Free Vibration Analysis of Concrete Gravity Dam without Reservoir effect 

Using Galerkin Method 
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Abstract  In this study, transverse and axial free vibration analysis of Concrete Gravity Dams is presented.  To achieve 

ordinary differential equations, the undamped governing partial differential equation of vibration of a tapered cantilever 

beam, based on Euler-Bernuli and Rayleigh theories are transformed to the frequency domain.  Galerkin method is then 

used to solve the free vibration equation for an arbitrary dam geometry. The restrictions that need to be placed on the 

admissible functions to avoid the infinite terms in the integrals of equations depend on the order of implied differential 

operators. The corresponding undamped mode shapes of Euler-Bernoulli and Rayleigh beams, which satisfy essential 

boundary conditions, are chosen as the admissible functions to expand the trial response of the equation of motion. 

Validation of results shows an excellent agreement between the Galerkin method and exact solutions in this research. 

Numerical results of free frequency vibration for different cases based on Rayleigh and Euler-Bernoulli theories show 

that the frequencies of the dam do not match due to the thickness of dams, especially in higher modes. The predicted 

values of natural frequencies of the dam based on Rayleigh’s theory are less than the values predicted by Euler-

Bernoulli’s theory due to the consideration of rotary inertia effect, which becomes significant in very thin dams.  

 

Key words  Concrete Gravity Dams, Free Vibration, Euler-Bernoulli Theory, Rayleigh Theory, Galerkin Method. 
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 مقدمه
 هستند ریمتغ خامتض یدارا خود ارتفاعدر  یوزن یبتن یسدها

 یمثلث کنواختی ریغ ریت مانند بهآن را  توانیم یبه شکل آرمان که
در  (1) شکلدر نظر گرفت که  مطابق  یلیمستط یعرض مرخیبا ن

 Δh𝛥ℎ آزاد ارتفاع نیتأم زیو ن یدسترس یبرا تاج خود ای رأس
به عنوان جرم  آن که از باشدیم 𝑚جرمبه  یفوقان بخش یدارا

هندسه ساده و به تبع آن  لیدل به سدها نیا. شودیم ادی یفوقان
 از یاریبس مورد توجه ربازید ازاجرا  زیندر محاسبات و  یسادگ

 یهاروش شرفتیقرار داشته است. با پ انیطراحان و مجر
 احداث یلادیم ستمیدوم سده ب مهیاز ن ،ییو اجرا یمحاسبات

 ریو غ یبتن یسدها گرید انواعبا  اسیدر ق یوزن یبتن یسدها
 خود را به گاهیجا جیو به تدر داشت یکم یاقتصاد هیتوج یبتن
قرار  توجه داد و کمتر مورد دستاز  یاقتصاددر رقابت  ژهیو

در دهه هشتم  دهیکوب یغلتک بتن یسدها یبا معرف اما ؛گرفت
 یبتن یاز سدها یاگونه  را آن توانیکه م یلادیم ستمیسده ب

 یبتن یسدها یاجرا و یشگرف در طراح یتحول ،دانست یوزن
مورد  نوع از سدها مجدداً نیا شدو سبب  دآم وجود هب یوزن

بتن  نوع از یوزن یبتن یسدها نکهیاز ا مستقل. رندیتوجه قرار گ
 لیو تحل یمحاسبات یهاروش ،باشد دهیکوب یبتن غلتک ای یمعمول
 هیو شب کشترم یادیتا حد ز هاآنو ارتعاش آزاد  کرنشـ  تنش
ارتعاش آزاد  لیتحل که حاضر پژوهش لذا موضوع .استهم 
 یعنوان موضوع به تواندیم مچنانه است یوزن یبتن یاسده

 مطرح باشد. یکاربرد
 یاسازه را همانند هر یوزن یبتن یارتعاش سدها مسئله 

قرار داد که  ژهیو یو بردارها ژهیو ریگروه مسائل مقاد در توانیم
و  گرانمورد توجه پژوهش نآ عیکاربرد وس لیدل هب ربازیاز د

 یبتن یسدها لیدر تحل هینظر نیترساده. طراحان قرار داشته است
که در  باشدیطره م ریت کیبه صورت  هاآن یسازهیشب یوزن

صورت  به بیبه ترت بستر بودن ریپذانعطاف ای صورت صلب

 نیا لیتحل سابقه نیبنابرا. دشویم لیفنر معادل تحل ای رداریگ
 . گرددیباز م رهایت یسازهیبه قدمت شب هاسازه
رفتار با ای بسیار متداول سازه یکی از اجزابه عنوان ی تیرها 

های شان در زیرشاخهوسیعبسیار برد لیل کاربه د بعدییک
ران  بوده گپژوهشهمواره مورد توجه طراحان و   مختلف مهندسی

واخت و کنبر اساس هندسه خود به تیرهای ی هااین سازه .است

-هضخیم و نازک طبقتیرهای و نیز منشوری  یا غیر اختنویک غیر
های مختلف در شاخه غیر یکنواختتیرهای ند. شومی بندی

توان میبه عنوان نمونه  کهاند کردهای پیدا کاربرد گستردهمهندسی 

. نام برد کوپترهاهلی و هاتوربین پره ها، سدهای بتنی وزنی،پل از
 باشند کهمتغیری میینرسی ا و ممانمساحت  دارای این تیرها 

. این باشند پیوسته پیوسته یا غیرتواند به صورت میتغییرات آن 

شناختی مورد توجه از نظر زیباییاینکه  نوع از تیرها ضمن
 ،قاومتو مجرم  غیر یکنواختبه دلیل توزیع  ،هستندمعماران 
تیرهای ها جایگزین نوع بارگذاری در برخی سازه امتناسب ب

 ایسازه وظایف ،تا ضمن اقتصادی بودنشوند میاخت نویک
 بر باشند.دار نیازهای مهندسی عهدهتأمین تری را در مشخص

سدهای بتنی وزنی نیز به صورت  ،های مطرح شدهاساس ویژگی
د شونطراحی می غیر یکنواختیا عرضی قائم تیرهای با نیمرخ 

یابد میافزایش ضخامت از تاج سد به سمت کف سد که در آن 
تری طور مناسب نیازهای مقاومتی و نیز سختی بهبدین ترتیب تا 

 ارتفاعی بتنی در سدهاخ رنیم تغییراتمین گردد. أدر ارتفاع سد ت
تحلیل ارتعاش  هایبه روشود را خهای محاسباتی گییدچپی البته
 نماید. تحمیل می آزاد

به  سابقه آشنایی انسان با پدیده ارتعاش آزاد و انتشار امواج  
 هایآزمایشگردد. برمی وسیقیادوات ماز انسان استفاده سابقه 
روی پاندول و فنر در قرن شانزدهم میلادی  Galileo)) گالیله

رتعاشات را بر امؤثر پارامترهای  گیریتحولی در اندازهمرتعش 
تر این شاخه از سریعه چ هرتوسعه  منجر به  کهکرد گذاری پایه

،   (Lagrange)، لاگرانژ (D’Alambert)دالامبر.   [1]علم گردید
در و  های اساسی اولیهگام (Bernoulli) و برنولی (Euler)اویلر 

متداول های نظریهبه تدوین پژوهشگران ادامه کار برخی دیگر 
  .منجر گردید تیرها

ای نظیر سازه ایه تحلیل تیرها نسبت به سایر اجزچاگر  
با  ،باشدمیری برخوردار گی کمتاز پیچیدها صفحات و یا پوسته

 خرم، متغیر بودن نیافزایش ضخامت سازهبا تیرها تحلیل حال  این

و نیز اضافه شدن پارامتر زمان در تحلیل دینامیکی و یا  عرضی
گی بسیار از پیچیدها به مراتب بررسی رفتار ارتعاش آزاد آن

 در تحلیل استاتیکی تیرهای یکنواخت  ی در مقایسه بابیشتر

دلیل اهمیت کرنش  هضخیم بهای در سازه.  باشدبرخوردار می
، و نیز اثر اینرسی دورانی گی اثر آن در روابطو پیچید برشی

مورد توجه چنان همتحلیل دینامیکی  یا وارتعاش آزاد 

ها و استاندارها نامهبسیاری از آییندر  باشد.می رانگپژوهش
ضخامت کمتر  به طول نسبت با عمیقضخیم یا نواخت یک تیرهای
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های برشی گردد که در این صورت کرنشمعرفی می 5از حدود 

به ه ک  اویلر ـ برنولیتیر  نظریه در باشد.نمیپوشی قابل چشم
، رفتار تیر استنظریه مهندسی تیر نیز معروف  نظریه مقدماتی و

اثر که در آن  است کشسانحرکات خمشی تیرهای ر مبتنی بفقط 

علاوه بر این، در این  شود.میانگاشته  تغییر شکل برشی نادیده
چنان شکل هم تغییر حین درخنثی  تارصفحات عمود بر  ،نظریه

 با توجه به اهمیت تغییرمانند. خنثی باقی می تارعمود بر  مسطح و

اویلر  نظریهکارگیری به ،های برشی بر رفتار تیرهای عمیقشکل
این  .[1] اه استربرای این تیرها با خطای زیادی هم ـ برنولی

منجر به افزایش ضخامت  با موضوع در تحلیل ارتعاش آزاد
. به منظور رفع [2] گرددمیبسامدهای طبیعی بالاتر  برآورد دست

نظر گرفتن اثر  برای در (Rayleigh) نظریه رایلی مشکل،این 
به منظور  (Timoshenko) تیموشنکو نظریه نیز اینرسی دورانی و

 ه است.  شدوام اینرسی دورانی و کرنش برشی ارائه احتساب ت
کارهای بسیار متنوعی در خصوص تعیین ارتعاش آزاد  
در حالت کلی و تیرها در حالت خاص صورت پذیرفته ها سازه

 روش کلی براییک میلادی  1877در سال   [2] رایلی است.
 ارائه داد که بعدها توسطخواه فرکانس طبیعی یک سازه دل تعیین
ای از توابع فرضی قابل قبول با فرض مجموعه[3]  (Ritz) ریتز

. این روش شدتکمیل  هستندکه هر یک داری ضریب مستقلی 
های روش یکی از است، مشهور شده ریتز ـ  رایلیکه به روش 

به حساب ها تقریبی ارتعاش سازهمتداول در تعیین پاسخ وردشی 
در  ،باشدهای مانده وزنی میروش ءجزکه  گالرکینروش . آیدمی

ـ  که برخلاف روش رایلی و رایلیاست ای تقریبی هزمره روش
مورد استفاده قرار نیز  ستاریناپاهای سیستم در بررسیریتز 

 . گیردمی
تحلیل دینامیکی و یا ارتعاش در  عمده کارهای صورت گرفته 

ها که در آن نازک اختصاص داده شده استتیرهای به  آزاد تیرها

مورد بارگذاری متفاوت گاهی و نیز ، شرایط تکیههندسهبا  تیرها
علاوه بر موضوعات اشاره شده، در  .گرفته استبررسی قرار 

های با ویژگینوین ها به سمت مصالح های اخیر پژوهشسال

مصالح مدرج  مانند بهمتفاوت نظیر ناهمسانگردی و ناهمگنی، 
موضوعیت  البته هنوزکه در سدهای بتنی کرد سوق پیدا  ،تابعی

 . نداردچندانی 

 ـبرنولینظریه  تیرهای مبتنی برتحلیل ارتعاش آزاد  در   ،اویلر 
مقادیر رسیدن به  های برشی منجر بهاز کرنشکردن  نظر صرف

یژه در وتر به ارتعاش آزاد در تیرهای ضخیمبسامدهای  تربزرگ

قرار تأثیر گردد که اعتبار این نظریه را تحت می بالاترمودهای 
دهد که های پیشین آشکارا نشان میپژوهشمرور  دهد.می

 غیر یکنواختتیرهای ارتعاش مسئله کمتر به بررسی  پژوهشگران

گی تحلیل پیچید توان بهضوع را میدلیل عمده این مو .اندپرداخته
ناشی از وجود ضرایب متغیر حاصل از  غیر یکنواختتیرهای 

ممان اینرسی در معادله دیفرانسیل حاکم  مساحت وتغییرات 

نسبت داد. به دلیل وجود این ضرایب متغیر، تعیین جواب تحلیلی 
 [4]و راجرز  (Mabie) یبیم. ممکن نیستبه جز در موارد خاص 

(Rogers) با  اویلر ـ برنولیطره ارتعاش آزاد تیر  ه حاکم برمعادل
دادند. در کار ایشان تغییرات  هتوسع را غیر یکنواخت نیمرخ

صورت خطی در نظر گرفته شده  نیمرخ تیر در ارتفاع و پلان به
رخ مورد بررسی قرار رات نیمو اثر پارامترهای مختلف تغییبود 
ای در دو حالت ارتعاش تیر طره [5] گریت. در پژوهشی دگرف

عرض ثابت و تغییرات خطی ضخامت و نیز ضخامت ثابت با 
 کارنگی و توماس .گردیدتغییرات خطی عرض مطالعه 

Carnegie)&(Thomas  [6] طبیعی و شکل مود  بسامدهای
را از پیش تحت پیچش قرار گرفته ای های طرهارتعاشی پره

اهمیت ها و کمپرسورها توربین طراحی که دربررسی کردند 
ضخامت متغیر خطی  ارتعاش جانبی تیرهای با (Goel) گل .دارند

مقید فنرهای پیچشی الاستیک ها با آندو لبه  را بررسی کرد که
های هگاارتعاش تیرها با تکیه (Hibbeler) . هیبلر[7] شده بود

در پژوهشی دیگر .  [8]کردترکیبی گیردار و مفصلی را بررسی 
طبیعی  بسامدپنج  اویلر ـ برنولیبر اساس نظریه   (Lau) [9] لو

را با وجود یک جرم در انتهای آزاد  غیر یکنواختاول تیره طره 

 اثر براینیز سازی در کار حاضر چنین روش شبیه .کردبررسی 
مورد توجه قرار گرفته  (1)سدهای بتنی وزنی، شکل  فوقانی جرم

 ردگهمسانتیر آزاد ارتعاش  [10] و همکاران  Ece)) ایساست. 

را مورد بررسی قرار  تغییرات نماییبا با نیمرخ عرضی متغیر 
معمولی بر ا به یک معادله دیفرانسیل حاکم رمعادله  دادند. ایشان

برای ها را پاسخو  دادند تقلیل        حسب متغیرهای مکانی 

    ند.گاهی مختلف ارائه دادشرایط تکیه
 و ارتعاش آزاد [11]  (.Shahba et al)هبا و همکارانش 

تقریبی مورد بررسی  به روشرا پایداری تیرهای مدرج تابعی 

 [12] (Banerjee & Williams) بانرجی و ویلیامزقرار دادند. 
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-ستون ـبرای تیر تقریبی مبتنی بر روش تبدیل دیفرانسیلیروشی 

که دامنه تغییرات نیمرخ درج تابعی محوری م غیر یکنواختهای 
 Arbate)) آربت. کردنددر محدوده متداول بود ارائه  هاآن عرضی

تحت را  غیر یکنواختهای میلهمعادله حرکت تیرها و  [13]

که کرد نواخت تبدیل به معادلات نظیر تیرهای یکشرایط خاصی 
 .کندمیتسهیل را ها حل آنو است برای برخی تیرها قابل استفاده 

رد گسانهمتیرهای  ایدیفرانسیل پاره معادله [14]ایس و آیدودی 

معمولی تبدیل  لرا به معادله دیفرانسی مساحتبا تغییرات نمایی 
 Mou et) موی و همکارانتا امکان حل آن فراهم گردد. کردند 

al.) [15]  دینامیکی تیرهای  تحلیلی برای ماتریس سختیروشی
 .کردندخواه ارائه دل غیر یکنواخت نیمرخبا 

های عمده به روش طور تحلیل ارتعاش آزاد سدهای بتنی به 
، تحلیلیهای های مبتنی بر پاسخو روش انجام گرفته استعددی 

طور نسبی ه پیچیدگی ب .است، بسیار کم لفؤمبراساس اطلاعات 
توان دلایل هندسی سدها و نیز وجود مخزن و نیز بستر را می

فنوس  های تحلیلی برشمرد.عمده در عدم امکان استفاده از روش
در کار خود به طور مبسوط روش  (Fenvese & Chopra) و چوپرا

 کارگیریبهرا جهت  وزنی های بتنیسد آزاد تعیین بسامد ارتعاش
محدود در تحلیل اندرکنش سد و مخزن ارائه  یدر روش اجزا

ω1 تقریبی ایشان بر این اساس رابطه .[16]دند کر =

0/0165
√E

H
ω1 = 0/0165

√E

H
ای را برای برآورد بسامد زاویه 

دند کر استاندارد را پیشنهاد ارتعاش آزاد سدهای بتنی اصطلاحاً
. ایشان استارتفاع سد  Hمدول الاستیسیته بتن سد و  Eکه در آن 

صورت تقریبی وارد ه با اصلاحاتی اثر مخزن و بستر را بسپس 
 نیز بر [17] (Miquel & Bouaanani) میگوئل و بوانانی .دندکر

نظر گرفتن بخشی  اساس روابط تقریبی فنوس و چوپرا و نیز در
از آب مخزن از رابطه تقریبی در تعیین ارتعاش آزاد سد و مخزن 

. استفاده از روش جرم افزوده نیز دندکربدون اثر بستر استفاده 

گرفتن اثر مخزن در تحلیل  نظر های تقریبی دریکی از روش
که برخی از مراجع از جمله  استارتعاش آزاد سد و مخزن 

اساس آن با برآورد تقریبی از بسامد ارتعاش میگوئل و بوانانی بر 

آزاد سد مخزن سعی در تخلیل دینامیکی مجموعه سد مخزن بستر 
عطارنژاد و فرساد . دندکرو نیز تعیین فشارهای هیدرودینامیکی 

نیز روشی تحلیلی برای تعیین بسامد سدهای بتنی وزنی با نیمرخ 

ارائه  ر ـ برنولیاویل یای در حل معادله حاکم برتیرهامتغیر پله
-Attarnejad & Ghorbani)تنها. عطارنژاد و قربانی[18]دند کر

Tanha)  [19] مپاسخ معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه چهار 

  د.دنتوسعه داحسب توابع بسل  بر را خ متغیررحاکم بر تیرها با نیم
و کارا در حل ثر ؤمهای یکی از روشروش گالرکین  

های مختلف مهندسی در حوزه که باشددیفرانسیل میمعادلات 

پاسخ معادله  ،است. در این روشده کرکاربرد وسیعی پیدا 
با  .شودنظر گرفته می در قیاسیدیفرانسیل به صورت تابعی 

وزنی مانده ، گذاری تابع فرضی در معادله دیفرانسیل حاکمجای
 طول همحدودگیری در و انتگرال قیاسی توابعحاصل با ضرب 

گردد. برای مسائل مربوط به تیرها، صفحات و کمینه میسد 
. استمود ارتعاشی سازه ، قیاسی یکی از بهترین توابعها پوسته

و  پژوهش حاضر لفؤمآمیزی توسط موفقیتطور  این روش به
ارتعاش آزاد تیررایلی با میرایی در تحلیل  همکاران

و تحلیل ارتعاش آزاد  [20]محلی  ویسکوالاستیک غیر
محلی مصالح  غیرمیرایی با  غیر یکنواختویسکوالاستیک تیرهای 

 کار گرفته شده است.  به [21]مدرج تابعی 
تحلیل ارتعاش آزاد جانبی و محوری سدهای  پژوهشدر این  

با . شودبه روش گالرکین ارائه میبدون اثر مخزن  بتنی وزنی
به عنوان تابع  یکنواخت مود ارتعاش آزاد تیر طره شکل استفاده از

و  ارتعاش آزاد سدهای بتنی وزنی با نیمرخ متغیرفرضی، بسامد 
و  اویلر ـ برنولیای هظریهنبر با تکیه  با تغییرات خطی در ارتفاع

ابتدا در هر بخش  ،سنجیصحتگردد. به منظور میرایلی تعیین 
روشی تحلیلی برای پاسخ ارتعاش جانبی و محوری سدهای بتنی 

نتایج مقایسه  است. وزنی با تغییرات خطی ضخامت ارائه گردیده
حاکی  تحلیلی پاسخبا در این پژوهش روش گالرکین حاصل از 

 فوقانی  جرماثر در ادامه  .استاز دقت بسیار خوب روش گالرکین 

سد مثلثی شکل رأس در  رو و جرم متمرکزسد به دو صورت نی
 با ضخامت ثابتسد  نیمرخ و نیز تغییر در ضابطه تغییرات خطی

سازی با احتساب رابطه گیرد.مورد بررسی قرار میفوقانی  جرم

بررسی نتایج اثر آن در پژوهشی مجزا توسط   اثر مخزن و 
 نویسنده ارائه خواهد شد.
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-کیریتت( ) ،متمرکز صورت هب یفوقان بخش جرم با پ() ،یفوقان جرموزن معادل  یروین با ب() ،یفوقان جرمالف( با ) ،یوزن یبتن قائم سد مرخین  1 شکل 

 مختصات یمحورهاهمراه  آزاد به سرکیو  رداریرگس

 
 ارتعاش جانبی بر  معادلات حاکم

اویلر  هاینظریه برمبتنی  یهاتیر ارتعاش جانبی معادله حاکم بر
بیان ( 2( و )1) هایابطهمانند رهتیب به تر رایلی و  ـ برنولی

 :[1] دشومی
 

(EIū″)″ + Cu̇̄ − (Pū′)′ + ρAǖ = q (1)  

(EIū″)″ + Cu̇̄ − (ρIǖ′)′ − (Pū′)′ + ρAǖ = q (2)  
 

-پریم و نقطه برروی پارامترها به هایعلامت، در روابط بالا 
 (1)مطابق شکل  𝑦،های مکانی و زمانیترتیب معرف مشتق

,ū(y ،متغیر زمان t ،رمختصه طولی تی t) در هر جانبی  جاییهجاب
به ترتیب جرم واحد حجم و ضریب  E(y)و ρ(y)،نقطه از تیر

حول ممان اینرسی  به ترتیب A(y)و I(y) ،رمصالح تی کشسانی
یا استهلاک  میرایی ضریب C(y) ،تیرو مساحت  خنثی محور
,q(yو  افقی تیردر نیمرخ  نیروی محوری P(y) ،حمصال t)  نیز

که برای تحلیل ارتعاش  دهدرا نشان می جانبی رجیاشدت بار خ
تیر  مصالح ا فرض همگن بودنشود. بدر نظر گرفته میآزاد صفر 

و برشی مصالح  کشسانیجرم حجمی، ضرایب  ،پژوهشدر این 
بسامد  از اثر آن بر ،و به دلیل تاثیر کم اثر استهلاکاست ثابت 

  د. شومینظر  ارتعاش آزاد تیر صرف
,ū(yفرض هارمونیک بودن ارتعاش به صورت  با t) =

u(y)eiωt که در آن u حسب جایی تیر برهجاب y ، i =  و 1−√
ω گذاری آن در روابط جای و استای ارتعاش آزاد بسامد زاویه
 بسامد دامنهدر  عادلات حاکم بر ارتعاش آزاد تیرها( م2( و )1)

رایلی به مانند روابط  و برنولیاویلر ـ  هاینظریهبرای به ترتیب 

 :واهد شد( خ4و ) (3)
 

(3) E(Iu″)″ − (Pu′)′ − ρAω2u = 0 
(4) E(Iu″)″ + ρω2(Iu′)′ − (Pu′)′ − ρAω2u =  0 

 

از نوع همگن از مرتبه چهار و معادله دیفرانسیل فوق دو هر  

متغیر  مساحتکه ممان اینرسی و  برای حالتی .باشدمی خطی
معادله . نتیجه خواهد شدمتغیر با ضرایب  بالا باشد معادلات

 ندارندحل به فرم بسته  موارد ر در غالبدیفرانسیل با ضرایب متغی

از  در حل برخی یهای تقریبدر حالت کلی استفاده از روش و
-عادلات یا اقناع  شرایط مرزی اجتنابگی مدلیل پیچید به هاآن

برای تعیین بسامدهای  های متعددیروش. شودناپذیر می

که یکی از  است ارائه شدهها ها و نیز شکل مود آنارتعاشی سازه
 ریتزـ  رایلی روشباشد. می ریتزـ  رایلی ها روشترین آنمطرح
مبتنی بر فرض تابع  و استهای پایستار صادق برای سیستمتنها 

که مبتنی وزنی مانده های باقیباشد. روشمیشکل مودی سازه 
در حالت کلی و شکل مود در  جاییهببر بسط سری برای تابع جا

باشد از این برتری متمایز نسبت به روش می تحلیل ارتعاشی
های ناپایستار نیز که برای سیستم استریتز برخوردار ـ  رایلی

هم  به شبیهبسیار وزنی  ماندههای باقی. روشاستقابل استفاده 
روش ترتیبی و  روش گالرکین،شامل روش ها اهم آنکه  هستند

که بعدها توسط . روش گالرگین باشدکمترین مربعات می
و کارا ثر ؤمهای روشجمله از  ،توسعه یافت پژوهشگران دیگری
ارتعاش آزاد و حتی ارتعاش  لدیفرانسی برای حل معادلات

 .است اجباری
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 روش گالرکین
 (5)معادله دیفرانسیل به مانند رابطه یک  در روش گالرکین جواب

 :شودفرض می
 

(5) 
u = ∑ cjϕj(y)

N

j=1

 

را نشان توابع قیاسی  ϕj(y)ضرایب ثابت و  cjکه در آن  
شرایط مرزی را که  شوندانتخاب میطوری  دهند. این توابعمی

در معادله دیفرانسیل حاکم صدق نخواهد  لزوماًولی  کنند اقناع
معادله پاسخ دقیق  یا مانده اختلافکین چنانچه ردر روش گال کرد.

در ، نشان داده شود R با( 5) رابطه تابع قیاسیاز دیفرانسیل حاکم 
 :باید برقرار باشد (6)رابطه مطابق روش گالرکین  این صورت

(6) ∫ Rϕ
k

(y)
h

0

= 0 

ارتفاع در این تحقیق و  طول تیر h تیرها ارتعاشئله مسکه در  
استفاده از رابطه  ،در حل مسائل ارتعاش آزاد .دهدمیرا نشان سد 
گردد که در منجر به مسئله مقادیر ویژه و بردارهای ویژه می اخیر

مودهای  cj و ویژه هایردامقبسامدهای ارتعاش آزاد یا  ωj آن
 .هستندبردارهای ویژه  یا سازه ارتعاشی

 

  اویلر ـ برنولیر تی
با استفاده از تابع  اویلر ـ برنولی نظریهر مبتنی ب برای معادله تیر

و  (3) گذاری آن در معادله دیفرانسیل ای( و ج5و رابطه )قیاسی 
تعیین  (7)مانده  از رابطه تابع باقی نیروی محوری،  اثربدون 

 :شودمی
 

(7) 
R = −ω2ρA ∑ cjϕj + E ∑ cj[Iϕj

″

N

j=1

N

j=1

]″ 

 

 (6)گیری از رابطه اخیر با بهره مانده وزنیبرای صفر شدن  
    :نتیجه خواهد شد( 8) رابطه

 

(8) ∑ cj(−ω2ρ ∫ A
h

0

ϕjϕkdy +

n

j=1

E ∫ [
h

0

Iϕj
″]″ϕk)

= 0 
به شکل mjk  و جرم kjk سختیماتریس ضرایب بنابراین  

 :یدآبه دست می (9) ابطهر
 

(9) kjk = E ∫ (Iϕj
″

h

0

)″ϕkdy, mjk = ρ ∫ Aϕj

h

0

ϕkdy 
 

قابل  (10)رابطه به شکل  (8)رابطه ( 9با توجه به رابطه ) 

 :استبازنویسی 

(10) ω2 ∑ mjkcj + ∑ kjkck = 0, k = 1,2, . . , N

N

j=1

N

j=1

 

به معادله حاکم بر ارتعاش تیر  شکل ماتریسیترتیب  به این 

 :باشدمی (11ابطه )صورت ر
(11) −ω2[m]c⃗ + [k]c⃗ = 0 

. 

برای و  استویژه  دارشکل استاندارد مسئله مق (11)معادله  
λ2[m]دترمینان عبارت  باید بدیهی جواب غیر + [k] = برابر  0

ابتدا  با استفاده از معادله مشخصه حاصل، قرار گیرد.صفر 
 اسپس ب شوند،میتعیین ،  𝜔،طبیعی بسامدهاییا ویژه  دارهایمق

، ویژه یا شکل مود ارتعاشی سد دارهایمق (11)کمک رابطه 
نسبی  طور بههای به روشبردارهای ویژه . دآیبه دست می، 𝑐بردار
آن در این مقاله یات ئجزگردد که از بیان ریاضی تعیین می ساده

   گردد.میخودداری 
 مناسبی قیاسیلازم است توابع  هویژ دارهایبرای تعیین مق 
عاش منظور از شکل مود ارت . بدینانتخاب شوند (5) رابطهبرای 

که شرایط مرزی مسئله را  شوداستفاده می ی یکنواختآزاد تیرها
با حل معادله  واختیکنطره  . مود ارتعاش تیرکنندمیاقناع 

و اعمال شرایط  ( بدون احتساب نیروی محوری3دیفرانسیل )
u(0)مرزی  = u′(0) = -( را نتیجه می12)رابطه  ، (1)، شکل 0

  :[1] هدد

 
 
(12) 

ϕj(y) = cos( βjy) − cosh( βjy) − 

A∘(sin( βjy − sinh( βjy)) 

 : گرددتعیین می( 13)ز رابطه ا ∘Aکه در آن  
 

A∘ = (cos( βjh) + cos h( βjh))/(sin( βjh) + sinh( βjh)) 

(13) 

u″(h)دو شرط مرزی  از توانمی نیز βjبرای تعیین   =

u‴(h) = ماتریس  دادن دترمینان قرارصفر ز برابر اکرد. استفاده  0
( 14) معادله بسامدی ،به دست آمدهدستگاه معادلات  ضرایب

 : شودمیحاصل 
(14) cos( βjh). cosh( βjh) + 1 = 0 

β ردامق( 14با حل معادله ) 
j
h کمک آن  بهو گردد می تعیین

این اساس  . برگرددتعیین می( 12در رابطه )شکل مود ارتعاشی 
( 1در جدول )و گردیده  تعیین نوسانمود اول ده یا  ده ریشه اول

 ه است.شدارائه 
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  Rm متفاوت دارهایازای مق سر آزاد در ارتعاش جانبی به سرگیردار و یک های معادله بسامدی تیر یکریشه  1 جدول
 

Rm β1h β2h β3h β4h β5h β6h β7h β8h β9h β10h 

00/0 8751/1 6941/4 8547/7 9956/10 1372/14 2788/17 4204/20 5620/23 7035/26 8451/29 

01/0 8568/1 6497/4 7827/7 8976/10 0149/14 1335/17 2535/20 3740/23 4971/26 6205/29 

02/0 8393/1 6100/4 7218/7 8195/10 9227/13 0300/17 1407/20 2546/23 3711/26 4900/29 

03/0 8226/1 5743/4 6698/7 7563/10 8516/13 9536/16 0610/20 1728/23 2883/26 4068/29 

 
ای در نظر گرفته در حالت کلی، توابع وزنی باید به گونه 

علاوه ها نامتناهی نشود. مانده وزنی به واسطه آنشوند که انتگرال 
هایی که در انتخاب نوع تابع وجود دارد، وابسته محدودیتاین  بر

به مرتبه مشتق معادلات حاکم است. اگر معادلات حاکم و یا 

ام باشد، تابع وزنی باید طوری mشرایط مرزی، از مشتق مرتبه 
mشود که مشتق مرتبه انتخاب می −  گیریآن در بازه انتگرال 1

 ءگیری جزبا انتگرال معمول طور بهمنظور  این . بهپیوسته بماند
. در نتیجه، مشتق را کاهش داد عملگرتبه مرتوان ، میءبه جز

تری برای تابع وزنی نیاز خواهد بود. به ینپیوستگی مرتبه پای
 نیز گویند که از نظر فیزیکیچنین حالتی شکل ضعیف معادله می

به  ءگیری جزانتگرال (15)رابطه توان آن را درک کرد. بهتر می
نشان  φو  ϕ خواهدلبرای دو تابع   در حالت یک بعدی را ءجز
  :دهدمی

 

(15) ∫ ϕdφ
h

0

= − ∫ φdϕ
h

0

+ [ϕφ]0
h 

 

شکل ضعیف  ،(9)با توجه به انتگرال رابطه سختی در رابطه  
 :شودبازنویسی می (16)صورت رابطه  به (15آن به کمک رابطه )

 
 

 

(16) 

kjk = −E ∫ (Iϕj
″)′

h

0

ϕk
′ dy + 

 

E(I(h)ϕj
″(h))′ϕk

′ (h) − E(I(0)ϕj
″(0))′ϕk

′ (0) 

در  𝜙مقادیر تابعبررسی، با توجه به شرایط مرزی تیر مورد  
ϕ(0)مرزها به صورت  = ϕ′(0) = ϕ″(h) = ϕ‴(h) = 0 

رابطه برای  ءبه جز ءجز گیریباشد. استفاده مجدد انتگرالمی
به ماتریس سختی  هایدرایه ،مربوط مرزی و اعمال شرایط (16)

 :شودبیان می (17)صورت رابطه 
 

(17) kjk = +E ∫ Iϕ1j
″

h

0

ϕk
″dy 

 

 و بدنه سد  یفوقان جرموزن ثر ا

که در  ،وزن سازه نیروی محوری یا اثر( 3)در رابطه  چنانچه
-و عامل پایداری سد محسوب می استسدهای بتنی قابل توجه 

که  ′(′Pu)صورت اثر جمله  این نظر گرفته شود در نیز در ،شود

 استه دشدر آن نیروی فشاری با علامت منفی در روابط تعریف 
در تحلیل سدهای بتنی وزنی متعارف . نیز باید در نظر گرفته شود

به فوقانی  جرمبه دو شکل اثر وزن  (1)، مطابق شکل ن رازاثر و
Po−صورت نیروی متمرکز  = mg  بخش یا تاجمثلث س أردر 

 گرددمی تعریف P1− وزن بخش مثلثی که به صورتنیز  ومثلثی 
در این  .است فوقانی جرم m که در آن توان در نظر گرفتمی

 جرممجموع اثر وزن  ،این نیروها با توجه به فشاری بودن صورت
P(y) صورتو وزن بدنه سد به فوقانی  = −Po − P1(y)  قابل

( با احتساب نیروی محوری 10صورت رابطه ) در این واست بیان 
 :آیدرمی( د18)رابطه به مانند 

 

(18) −ω2[m]c⃗ + [k + kPo
]c⃗ = 0 

 

kPo که در آن 
 است P(y) نیروی محوری متناظر با ماتریس 

 :شودمی نبیا (19)مطابق رابطه آن و شکل ضعیف 
 

(19) kPo
= ∫ P(y)ϕj

′
h

0

ϕk
′ dy − P(h)ϕj

′(h)ϕk(h) 

 
 به صورت جرم متمرکز فوقانی  جرماثر 

به صورت  (1مطابق شکل )در تاج سد فوقانی  جرمه اثر چچنان
اینرسی با ثر ا ازنظر  ر نظر گرفته شود، با صرفد mجرم متمرکز 

yلبه در  یبرشنیروی مرزی  ، شرطتوجه به ابعاد بدنه سد = h 
ϕ‴(h)متفاوت با  = رای تیر با بشرط مرزی این خواهد بود.  0

 :شودبیان می (20)رابطه ثابت به صورت  خرنیم
 

(20) {EIu
‴̄(h,t)̄̈

(h,t)

EIu‴(h) = −mω2u(h)
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ϕ″(h)سد به صورت رأس شرط مرزی در دیگر   = ارائه  0

 .برقرار است (21)در این حالت معادله بسامدی رابطه  شود،می
 

(21) 
1 + 1/(cos( βjh) cosh( βjh)) − 

Rm(βjh)(tg(βjh) − tgh(βjh)) = 0 
 

Rmکه در آن   = m/M و  استM = ρ(m1 + m2)h2/2 
 های. ریشهاست فوقانیجرم جرم بخش مثلثی سد بدون احتساب 

به با توجه  ارد ود  بستگی Rmبه نسبت  (21معادله بسامدی )
سه مقدار مختلف  ،این نسبت در سدهای بتنی کوچک بودن

لازم به  .گیردمیمد نظر قرار در این پژوهش  0/03,0/02,0/01
( 21( حالت خاصی از معادله )14ذکر است که معادله بسامدی )

Rm با = ده ، پژوهشنیاز در این  برای محاسبات مورد .است 0
 (1در جدول )و  شده تعیین( 21های بسامدی )معادله ریشه اول

 ارائه گردیده است. 
ورت یک ص به فوقانی جرمکه در حالتی لازم به ذکر است  
ارائه شده  پیشترکلیه روابط ، شودنظر گرفته  متمرکز درجرم 

  .است برقرارمربوط به روش گالرکین 
جرم به مرکز  𝑚تر است جرم متمرکزمناسب از دیدگاه نظری 

لنگر  انتقال اثر از شود تا منتقلفوقانی  جرم یا همان مرکز سطح
  مرزی لنگر در کلاتی در اقناع شرطناشی از آن که باعث مش

y = hدر ادامه نشان داده خواهد شداجتناب شود. اما شود، می 
از لنگر توان میو لذا  استبر بسامد سد بسیار ناچیز  m ثیرأت

  کرد.نظر  ناشی از آن صرف
 

 تغییر مشخصات هندسی با یفوقان جرم اثر
 گرفتن آن به نظر بر در ، علاوهفوقانی جرمبرای احتساب اثر 

 اثر آن را به صورت  توانمی ،صورت جرم و یا نیروی متمرکز
گیری بدین منظور بازه انتگرالنظر گرفت.  در تغییر در هندسه سد

اینرسی در  ( به تعداد تغییر ضابطه مساحت و ممان6در رابطه )
 به دو (1)یابد که  به عنوان مثال برای شکل ارتفاع سد تغییر می

hبازه از صفر تا  − Δh ا تغییرات خطی مساحت و ممان اینرسیب 
hو از  − Δh تا h جرماینرسی ثابت در بخش  با مساحت و ممان 

  .دکراستفاده  فوقانی
 

 یر رایلیت
 ـبرنولیتیر  بهبا روندی مشابه   رابطه گالرکین شکل ضعیف ،اویلر 
( 22)به صورت رابطه  نیروی محوریبا احتساب  برای تیر رایلی

  .آیدمیبه دست 

(22) −ω2[m − mθ − m1]c⃗ + [k + kPo
]c⃗ = 0 

نیز جمله حاصل از تبدیل  m1و جرم دورانی mθ که در آن 
در  ءجز بهء گیری جزوابط به فرم ضعیف و مربوط به انتگرالر

( 23)همانند رابطه باشد که های تیر میلبهاعمال شرایط مرزی در 
 .دنباشمی

(23) 
mθjk = ρ ∫ Iϕj

′
h

0

ϕk
′ dy, 

m1jk = ρI(h)ϕj
′(h)ϕk(h) 

 

تابع همان  در تحلیل ارتعاش آزاد بر اساس نظریه رایلی، از 
در  هابرای تعیین ماتریس توانمی برنولیـ  اویلر قیاسی نظریه

( بهره گرفت. همچنین در این حالت برای در 23( و )22روابط )
معادل  ینیروصورت جرم متمرکز،  به فوقانی جرماثر نظر گرفتن 

اینرسی  با مساحت و ممان فوقانی جرمتعریف هندسه و یا  وزن
توان می اویلر ـ برنولیبرای تیر بیان شده  به مانند روشمتفاوت 

  . کردعمل 
 

 ارتعاش محوری برمعادلات حاکم 
تیر در  جانبیسطح  ،ارتعاش محوری تیرها نظریهترین سادهدر 

های شکل حین ارتعاش محوری ثابت باقی مانده و به جز تغییر

 چنین .دکرتوان انکار شکل را می تغییرهای لفهؤممحوری سایر 
اویلر ـ توان نظیر نظریه را می ای در ارتعاش محوری ساده نظریه

نظریه  عنوانتحت  پژوهش در این  که در خمش دانست برنولی

در  نظریه رایلی . درآن یاد خواهد شداز  «اویلر ـ برنولینظیر »
اثر اینرسی ناشی از حرکت جانبی مقاطع لحاظ  ارتعاش محوری

نظر گرفته نمی که سختی برشی همچنان در گردد در حالیمی

 ود. ش
نظریه فوق دو دیفرانسیل  تمعادلا ،ه بیان شداساس آنچ بر 

( و 24)توان همانند روابط ر تحلیل ارتعاش آزاد محوری را مید
 :[1] کرد نبیا (25)

 

(24) (EAv ′̄′̈̄ 
(25) 

(EAv ′̄′2̄̈
′′̄̈

 
v̄ها که در آن  = v̄(y, t) جایی هجاب (1) مطابق شکل

. با است نیمرخ افقیممان قطبی  J و ضریب پواسون ν محوری،
در ارتعاش محوری به  ϖ با بسامد هارمونیک فرض حرکت

,v̄(yصورت  t) = v(y)eiϖt ( و 24گذاری آن در روابط )و جای
زمان به دامنه بسامدی  دامنهتوان معادلات فوق را از می( 25)

ارائه ( 27( و )26)روابط  دربرای مصالح همگن که  کردمنتقل 
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 :استشده 
 

(26) E(Av′)′ + ρϖ2Av = 0 

(27) E(Av′)′ − ρϖ2υ2(Jv′)′ + ρϖ2Av = 0 

 
  اویلر ـ برنولیتیر نظیر 

ϕبا استفاده از تابع قیاسی در این حالت 
aj

-جایو  (5)رابطه در  
از رابطه  وزنی ماندهباقی( 26معادله دیفرانسیل )ذاری آن در گ
 :شودتعیین می( 28)

(28) R = ϖ2ρA ∑ cajϕaj + E ∑ caj[Aϕaj
′

N

j=1

N

j=1

]′ 

 ضرایب ثابت   در ارتعاش جانبی، cjبه مانند   ،caj که در آن 
در معادله  (28)رابطه  قرار دادنبا  .باشندبرای ارتعاش محوری می

 :شودمی نتیجه (29)رابطه  در توابع وزنی، آن ( و ضرب6)
 

∑ caj(ϖ2ρ ∫ A
h

0

ϕajϕakdy

N

j=1

− E ∫ [
h

0

Aϕaj
′ ]′ϕakdy) = 0 

(29) 

به  فرم ضعیف به maij جرمو  kaij ضرایب سختی چهچنان 
( را 29صورت رابطه ) مرتب گردند، در این( 30)روابط مانند 

 کرد:  ( بیان 31توان به شکل رابطه )می
 

(30) kaij = E ∫ Aϕaj
′

h

0

ϕak
′ dy, maij = ρ ∫ Aϕaj

h

0

ϕakdy 

(31) ϖ2 ∑ majkcj − ∑ kajkcj = 0

N

j=1

N

j=1

 

 

 :دشوبازنویسی می (32)طه همانند راببه شکل ماتریسی که  
 

(32) [ϖ2ma − ka]c⃗ = 0 
 

برای جواب غیر بدیهی لازم است دترمینان ضرایب دستگاه  

-ویژه تعیین  دارهایمق تا یردگقرار برابر صفر  (32)معادلات 
 ردند.گ

گیردار و  سر یک یکنواخت همگن مود ارتعاش محوری تیر 

و اعمال شرایط مرزی ( 26)معادله دیفرانسیل حل  باسر آزاد  یک
ϕ صورتبه 

aj
(0) = ϕ

aj
′ (h) = ( خواهد 33مطابق رابطه ) 0

 : بود
 

(33) ϕaj(y) = sin(
2j − 1

2h
πy) 

 

 .شروع خواهد شد یکعدد صحیح و از  j که در آن 

 
 یلیرا هینظر
و استفاده از معادله  اویلر ـ برنولیبا روندی مشابه تیر نظیر 

در ارتعاش محوری معادله مشخصه تیر رایلی  (،27دیفرانسیل )
 :خواهد بود (34رابطه )صورت به 

 

(34) [ϖ2(ma + maθ) − ka]c⃗ = 0 
 

 :رددگتعیین می( 35از رابطه )  maθضعیف  شکلدر آن   که  

(35) maθjk = ρν2 ∫ Jϕaj
′

h

0

ϕak
′ dy 

 
 فوقانی جرماثر 

نظر گرفتن  دردر تحلیل ارتعاش آزاد محوری سدهای بتنی وزنی، 
ارتعاش حلیل منجر به تی متمرکز ورصورت نی به فوقانی جرماثر 

 بنابراین. استخارج از موضوع تحقیق حاضر  گردد کهاجباری می
 و m صورت جرم متمرکز به این بخش فقط درفوقانی  جرماثر 

 .شودمیدر نظر گرفته  (1شکل )  اعمال شرایط مرزی در تاج سد
yدر این حالت شرایط مرزی در لبه  = h متفاوت با آنچه پیشتر 

در اثر ارتعاش محوری خواهد بود.  شد، ارائهبرای ارتعاش جانبی 
ی ر تاج سد منجر به ایجاد نیرود mسد، وجود جرم متمرکز 

−mv̈̄(h,t) تیر با مقطع  شرایط مرزی برایردد. به این ترتیب گمی

 : دشوبیان می (36)ثابت به صورت رابطه 

(36) {
Ev̄(h,t)

′ = −mv̈̄(h,t)

v(0) = 0
 

 

 و ( 33انتخابی به مانند رابطه )با توجه به شکل مود ارتعاشی  
مطابق نواخت با مقطع یک معادله بسامدی تیر ،(63اول )رابطه 
 :دشومینتیجه ( 37رابطه )

(37) (βjh)Rm sin( βjh) = cos( βjh) 

سه در حالت ارتعاش محوری نیز  ،رتعاش جانبیامانند به  
مورد توجه قرار  0/03,0/02,0/01 معادل Rm مقدار مختلف

تعیین و در  (37های معادله بسامدی )اساس آن ریشه گرفته و بر
 ارائه گردیده است. (2)جدول 
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 Rmمتفاوت دارهایازای مق بهسر آزاد در ارتعاش محوری  گیردار و یک سر های معادله بسامدی تیر یکریشه  2جدول 

 

Rm β1h β2h β3h β4h β5h β6h β7h β8h β9h β10h 

0/00 1/5708 4/7124 7/8540 10/9956 14/1372 17/2788 20/4204 23/5619 26/7035 29/8451 

0/01 1/5552 4/6657 7/7764 10/8871 13/9981 17/1093 20/2208 23/3327 26/4450 29/5577 

0/02 1/5400 4/6203 7/7010 10/7832 13/8666 16/9519 20/0392 23/1287 26/2206 29/3149 

0/03 1/5251 4/5760 7/6290 10/6854 13/7460 16/8117 19/8825 22/9588 26/0404 29/1270 

 

کلیه روابط  ،لبه آزاد تیر قرار دارد در mی که جرم حالتدر  

صادق  نیزارتعاش محوری  برایگالرکین پیشین مربوط به روش 

 .دشومینظر  ال جرم صرفقلنگر ناشی از انتاز اثر است و 

 جرماثر  ، در ارتعاش محوری نیزارتعاش جانبی به مانند 

ت با اینرسی متفاو توان با تعریف مساحت و ممانرا می فوقانی

 در نظرها گیریانتگرال های متفاوتبازه دربخش مثلثی سد 

  گرفت.

 
 گیریو نتیجه بحث  

ای سد بتنی مثلثی شکل بر اساس بسامد زاویهبه منظور تعیین 
 ـبرنولیهای روش گالرکین و نظریه برنامه با کمک  و رایلی اویلر 

ارتعاش جانبی و  دهایمبسا Matlab)) کامپیوتری در محیط متلب
، نتایج حاصل از سنجیبه منظور صحتمحوری تعیین گردیدند. 

ای تیر پژوهش برای ارتعاش جانبی و محوری ابتدا براین 
 ازیکنواخت و سپس برای سدهای بتنی به ترتیب با نتایج حاصل 

به آن پرداخته خواهد  ادامهتحلیلی مقایسه گردیدند که در  روش

  شد. 
 

 نتایج عددی
 ارتعاش جانبی

محاسبه در ،  N ،تعیین تعداد مودهای مورد نیاز به منظور

 ابتدا برای حالت خاص های مختلف،ویژه در حالت هایردامق

مراجع  تحلیل دقیق در  نتایج محاسبه و با نتایج ،(یکنواخت تیر)

 دست آمده برای به گردید. نتایج مقایسه  [1]مختلف از جمله

دهد که هر تعداد مود نشان میتحقیق حاضر  ایبسامدهای زاویه

بسته     تا سه رقم اعشار دقت بسیار خوبی، حداقل  با 𝑁انتخابی

  د.تطابق کامل دارن دقیق با نتایج تحلیلبه حالت مورد مقایسه، 

که ممان اینرسی و سطح  از آنجایی ،متغیر هاینیمرخبرای  

چه تعداد مودهای انتخابی بیشتر  هر ،دکنمیمقطع در ارتفاع تغییر 

شاخص  تر خواهد بود. به منظور دسترسی به یکیج دقیقاباشد نت

محاسبات نتایج   ، Nمناسب در خصوص انتخاب تعداد مودها ،

  با فرضیمثلثی شکل  یک سد بتنی وزنی ایبرای بسامد زاویه

m1 مشخصات هندسی  = 0, m2 = 0/75, h =  مطابق، 100

ρ مصالح سد  و نیز مشخصات فیزیکی و مکانیکی (، 1شکل ) =

2500kg/m3, E = 22/4MPa سطح گرفته شده است.  نظر در

با فرض تغییرات ( 1کل )ش قمطابنیز  سدمقطع و ممان اینرسی 

m̄در آن که ید گرد( تعیین 38) ابطهاز رخطی ضخامت  = m1 +

m2 نظر گرفته شده است درواحد  برابرو طول سد  است : 
 

(38) {
A(y) = (m̄)(h − y)

I(y) = m̄3(h − y)3/12
 

 

 ، مورد بررسی سدای بسامد زاویهدست آمده برای  نتایج به 
m̄ ضریبی از در حالت کلی  اویلر ـ برنولیمبتنی بر نظریه 

h
√

E

ρ
 

صورت مقادیر نتایج به ،بودن روابطلانی که به دلیل طو است
در سد ای بسامدهای زاویه( 3)در جدول . شوندعددی ارائه می

رایلی  و ωjE اویلر ـ برنولیدو نظریه بر اساس  مود مختلف 8
ωjR ها و نسبت آنαj = ωjE/ωjR طور همانائه شده است. ار 

در  طبیعیبسامدهای  ،که از جدول یاد شده قابل ملاحظه است
و با  دارنددقت کمتری مشخص  N یک به ازایمودهای بالاتر 

مود  5که در این تحقیق  گردد. از آنجاییح میاصلا N افزایش

Nتعداد مودهای انتخابی  ،گیرداول مورد بررسی قرار می = 8 
بیشترین  (3و مطابق جدول ) این صورت . درگردداختیار می

εدرصد خطای ناشی از محاسبه بالاترین بسامد از رابطه  =
ωj−ωj+1

ωj
به باشد مود می Nام در بین j ایزاویهبسامد  j که در آن  
  .رسدمی درصدهشت کمتر از 
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  rad/sبر حسب  ،ωjE/ωjRها ، رایلی و نسبت آن و اویلر ـ برنولیحاصل از نظریه  طبیعی ارتعاش جانبی سامدب  3جدول  
 

N 
j 

1 2 6 5 4 3 7 8 

1 
39/42

37/53
= 1/05 

- - - - - - - 

2 
35/22

33/68
= 1/05 

140/62

120/05
= 1/17 

- - - - - - 

3 
34/66

33/21
= 1/04 

109/70

96/82
= 1/13 

324/08

228/84
= 1/42 

- - - - - 

4 
34/54

33/11
= 1/04 

103/99

93/27
= 1/11 

243/93

185/60
= 1/31 

597/91

340/90
= 1/75 

- - - - 

5 
34/49

33/07
= 1/04 

101/33

91/44
= 1/11 

223/72

177/47
= 1/26 

449/49

284/95
= 1/58 

966/38

450/26
= 2/14 

- - - 

6 
34/47

33/05
= 1/04 

100/20

90/73
= 1/10 

212/29

171/71
= 1/24 

405/62

274/23
= 1/48 

732/29

386/45
= 1/89 

1432/47

556/75
= 2/57 

- - 

7 
34/46

33/04
= 1/04 

99/55

90/30
= 1/10 

206/54

169/20
= 1/22 

478/67

264/69
= 1/81 

656/11

374/86
= 1/75 

1096/23

487/63
= 2/25 

1998/50

661/07
= 3/02 

- 

8 
34/45

33/04
= 1/04 

99/21

90/09
= 1/10 

202/75

167/35
= 1/21 

363/70

260/38
= 1/40 

607/35

362/57
= 1/68 

979/06

475/99
= 2/06 

1544/45

588/01
= 2/63 

2665/92

763/75
= 3/49 

 1153/79 898/00 673/97 482/42 322/50 194/55 98/55 34/45 (40رابطه )

 

اساس ام  بر j نسبت بسامدهای (3دول )علاوه بر این در ج 
-تر از یک میرایلی همواره بزرگ به نظریه اویلر ـ برنولینظریه 

اویلر ـ  تیرام j مود بسامد که گویای آن استاین مسئله  .باشد
چنین  است. علترایلی بیشتر  بسامد نظیر تیرهمواره از  برنولی

توان به سختی بیشتر تیر اویلر برنولی نسبت داد. را می وضعیتی

تر کمتر و برای مود اول حدود این اختلاف در مودهای پایین
 ولی برای مودهای بالاتر این نسبت افزایش است، برابر 1/04

رسد. این برابر نیز می 3/5تم به نزدیک و برای مود هش یابدمی

تر شاید بتوان از های پایینمودن است که در وع گویای آموض
، ولی در پوشی کردچشم خطای ناشی از انکار اثر اینرسی دورانی

و  خطای قابل توجهی دارد اویلر ـ برنولیدهای بالاتر نظریه مو

نتایج ارائه  ین،. علاوه بر ااستفاده شودنظریه رایلی  لازم است از
 قدارطور مشخصی گویای آن است که م به (3شده در جدول )

 یها با افزایش تعداد مودهابسامدها در دو نظریه یا نسبت آن

کند که گویای بسندگی تعداد به مقدار ثابتی میل می، N محاسباتی،

 . استمودهای مورد نیاز در محاسبه بسامد 
 پاسخ تحلیلی

 اویلر ـ برنولیمعادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش جانبی تیرهای 
( بدون اثر نیروی محوری، برای هندسه منطبق بر سدهای 3)رابطه 

( 39( به مانند معادله )38و روابط ) (1) بتنی وزنی مطابق شکل

 است:قابل بیان 
 

(39) 

(h − y)4u(4) + 6(h − y)3u(3) 
 

+6(h − y)2u(2) −
12ρω2

Em̄2
(h − y)2u = 0 
 

با ضرایب  4( از نوع همگن مرتبه 39معادله دیفرانسیل ) 
a4متغیر و از نوع بسل است و  با معرفی  =

12ρω2

Em̄2  داری پاسخ
 باشد:( می40تحلیلی به شکل معادله )

 

u(y) =
1

√h − y
(c1J1(2a√h − y) + c2Y1(2a√h − y) 

+c3I1(2a√h − y) + c1K1(2a√h − y) 
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(40) 

,K1که در آن   I1, Y1, J1  و  2، 1به ترتیب توابع بسل نوع
الی  c1. ضرایب هستند 1همگی از مرتبه  2و  1اصلاح شده نوع 

c4  ضرایب ثابت هستند که با اعمال شرایط مرزی به ترتیب نیروی
′u سد وس أبرشی و لنگر خمشی در ر = u =  در کف سد، 0

معادله بسامدی تعیین و با حل آن بسامد زاویه ارتعاش جانبی 

دست آمده از  نتایج بهسنجی، آید.  به منظور صحتدست میبه
اویلر روش گالرکین مورد استفاده در این پژوهش بر اساس نظریه 

( 3( در جدول )40با نتایج تحلیلی حاصل از رابطه ) ـ برنولی

مقایسه گردیدند.  نتایج گویای آن است که در مود اول انطباق 
بین روش تحلیلی و روش گالرکین وجود دارد. اما به تدریج   کامل
 افزایش شماره مود اختلاف افزایش و در مودهای بالا اختلاف و با

توان عدم دقت ناشی ها قابل توجه است که علت آن را میپاسخ
ای حاصل از روش گالرکین دانست که در آن زاویه از بسامد

  بیشتر باید محاسبه گردند.  Nازای  مودهای بالاتر به
N ازای هب طبیعیبسامد  5ر یدانیز مق( 4)در جدول   = 8 

m1 شیب برایارتفاع مختلف سد  ای چهاربر = 0, m2 = 0/75 
امد بسکه  دهد. مقایسه نتایج این جدول نشان میشده استارائه 

بسامد که وابستگی باشد به نسبت عکس ارتفاع سد میسد  طبیعی
m̄ رابطه بهرا  طبیعی

h
√

EI

ρA
. کندمیتأیید  اویلر ـ برنولیدر نظریه  

عبارت ارتفاع سد برای سایر پارامترهای  علاوه براین موضوع 

که به دلیل محدودیت حجم مقاله از  برقرار استنیز  اشاره شده

. اختلاف شودمیدر این خصوص خودداری نتایج عددی ارائه 
در خصوص نسبت بسامد سد در ( 4)ناچیز  موجود در جدول 

توان را می متفاوت ارتفاعدو نسبت حسب دو ارتفاع مختلف به 

در  N محدودیت تعداد جملاتسد و  بودن نیمرخ قائم به متغیر
  نسبت داد. پاسخ آزمایشی

رایلی در جدول  به اویلر ـ برنولی در نظریهبسامدها نسبت   
برابر در مود   3/5تا برای مود اول  1/05( در بازه حدود 3)

برای . کندمیتغییر یکسان  در دامنهنیز  (4و در جدول )هشتم 
نتایج  (5)در جدول  ،به عنوان نمونهبررسی بیشتر این موضوع و 

h ارتفاع به سدیبرای  = 100m های بالادست و پایینو شیب-
m1دست  = 0, m2 = فرضی و در  که یک نمونه کاملاً 0/01

که با نتایج نظیر در  شده است ارائه هستمنطقی  عمل غیر
m1ازای  به (4و ) (3های )جدول = 0, m2 = قابل  0/75

پیداست که اختلاف نتایج نظریه  کاملاً( 5)از جدول . استمقایسه 
یز و چرایلی حتی در بسامدهای بالاتر بسیار نا و اویلر ـ برنولی

توان به نسبت . علت این موضوع را میپوشی استقابل چشم
نسبت معادل که در تیرهای همگن سد به ارتفاع  کف عرض

تبط دانست. در تیرهای عمیق باشد مرمی ارتفاع تیر به طول تیر
ای در رفتار برشی و نیز اینرسی دورانی تیر عمدهثیر أتاین نسبت 

در  غیر یکنواخت هندسهکند که در سدهای بتنی وزنی با ایفا می
 . استنیز مشهود  ارتفاع

 
  rad/s و رایلی برای چهار ارتفاع مختلف، اویلر ـ برنولیهای بسامد طبیعی ارتعاش جانبی سد بر اساس نظریه  4 جدول

 m ω1 ω2 ω3 ω4 ω5ارتفاع سد،  نظریه

 اویلر ـ برنولی

50 68/91 198/43 405/50 727/40 1214/71 
100 34/45 99/21 202/75 363/70 607/35 
150 22/97 66/14 135/17 242/47 404/94 
200 17/23 49/61 101/38 181/86 303/70 

 رایلی

50 66/07 180/19 334/71 520/75 725/15 
100 33/04 90/09 167/35 260/38 362/58 
150 22/02 60/06 111/57 173/59 241/72 
200 16/52 45/05 83/68 130/19 181/30 

 

m1 ازای  رایلی بههای اویلر ـ برنولی و سد مبتنی بر نظریهطبیعی بسامد   5جدول  = 0, m2 =
0

01
radبر حسب 

s
 

 ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 نظریه

 35/55 20/59 13/10 8/10 4/85 2/70 1/33 0/46 اویلر برنولی

 35/51 20/58 13/10 8/10 4/85 2/70 1/32 0/46 رایلی
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در  m2سدهای بتنی شیب  گردد که درمجدداً تأکید می 

0/7محدوده  ∼ اثر اینرسی  کند، بنابراین توجه بهتغییر می 0/8
 .استهای بالاتر ضروری دورانی به خصوص در بسامد

 

 فوقانی جرم اثر
سد به صورت  بر فوقانی جرم اثربندی فرمولهای پیشین در بخش

مطرح  mسد و جرم متمرکز س أردر  𝑃𝑜 نیروی ثابت محوری

 . برررسی قرار گیردبشد تا اثر آن بر فرکانس طبیعی سد مورد 
حاصل از تحلیل به روش  نتایج ( 6)در جدول این اساس 

 وزنفقط  ثرناشی از ا نیروی، Rmگالرگین برای سه مقدار مختلف
اثر و نیز  درصد وزن بخش مثلثی سد 3معادل  Po فوقانی جرم

نتایج ارائه ارائه شده است.  و وزن بدنه سد فوقانی جرموزن م أتو
در دامنه  Poو نیز  Rmگویای آن است که اثر  (6)شده در جدول 

و است یز چسد بسیار نا طبیعیبر بسامد  خود واقعی قدارهایم
د. کرر ظن آن صرفتوان از اثر راحتی می در مودهای پایین به

پایداری  در و دارد مقدار قابل توجهیکه وزن سد  ،این علاوه بر
کند. با وجود نقش اساسی ایفا میو مقاومت سدهای بتنی وزنی 

به دلیل فشاری بودن باعث کاهش بسامد  رودآنکه انتظار می
در  بسیار ناچیزی بر ارتعاش جانبی سد دارد وثیر أت ،شود طبیعی

د. در هر صورت کرنظر  از اثر آن صرف توانمینیز  نمودهای پایی
سد و جرم  وزن ،فوقانی جرمناشی از  Poی فشاری وجود نیروها

 طبیعیی کاهش اندکی در بسامدها باعث فوقانی جرمناشی از 

نتایج ارائه شده  .استآن در مودهای بالاتر بیشتر تأثیر که شود می

 جرمدن کراثر مدل  ( همچنین گویای آن است که6در جدول )
 چند اندک اما کمی هر سد مثلثیس أربه صورت جرم بر فوقانی 
است. علاوه  فوقانی جرموزن صورت نیروی ه آن ب اثر بیشتر از

اندکی بیشتر  های ذکر شده در نظریه رایلینیروها و جرم  بر این،
ویژه در  باعث کاهش بسامدهای به اویلر ـ برنولیاز نظریه 

-در شبیه صورت در مسائل عملی هر . درشودتر میمودهای بالا

توان به راحتی می به صورت جرم و یا نیرو  فوقانی جرمسازی 
وزن بدنه سد در تحلیل ارتعاش از حتی فراتر از آن  ها وآناز اثر 

 . درکنظر  آزاد صرف
 جرم سد با احتساب اثر طبیعی ای( بسامد زاویه6در جدول ) 

 تا  0 اینرسی در بازه تغییرات خطی مساحت و ممان بافوقانی 
h − Δh = 95m ها در بازهو ثابت بودن آن h − Δh   تاh =

100m که نتایج آن با نتایج ارائه شده سد  نیز ارائه شده است
دهد که نتایج نشان می طور . هماناستمثلثی شکل قابل مقایسه 

نسبت به  طبیعی بسامدمساحت و ممان اینرسی بر اثر تغییر 
صورت جرم و یا نیروی متمرکز بر  به فوقانی جرمسازی شبیه

 جرم توان از اثردر این حالت به راحتی نمیو است تر بسامد بیش
از در نظر ناشی درصد خطای  بنابراین. دکرنظر  صرف فوقانی

 هاینظریه بر اساسمتری  100برای سد  فوقانی جرمنگرفتن اثر 
خواهد درصد  26و  8 حدودو رایلی به ترتیب  اویلر ـ برنولی

 .بود
 

 rad/s  برحسبشرایط متفاوت تاج سد  ه ازایسد بارتعاش جانبی  طبیعی بسامد  6ل جدو
 

 ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 با فوقانی جرمسازی شبیه نظریه

 اویلر ـ برنولی

Rm = 0/00 34/45 99/21 202/75 363/70 607/35 

Rm = 0/02 34/45 99/04 201/13 357/86 594/51 

Rm = 0/03 34/45 99/00 200/71 356/31 591/09 

Po 34/45 99/21 202/75 363/70 607/35 

P(y) 34/45 99/21 202/74 363/70 607/35 
 587/95 344/43 187/08 92/48 33/67 وقانیفسازه با احتساب اثر هندسه 

 رایلی

Rm = 0/00 33/04 90/09 167/35 260/38 362/57 

Rm = 0/02 33/04 89/99 166/57 258/21 358/93 

Rm = 0/03 33/03 89/96 166/36 257/63 357/95 

Po 33/04 90/09 167/35 260/38 362/57 

P(y) 33/03 90/09 167/35 260/37 362/57 
 323/57 225/03 138/91 70/52 24/33 فوقانی جرمبا احتساب اثر هندسه 
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 1404، چهارتم، شماره شسال سی و ه     نشریه مهندسی عمران فردوسی

 نتایج ارتعاش محوری 

 پاسخ تحلیلی
( 24معادله ) اویلر ـ برنولیمعادله دیفرانسیل ارتعاش محوری تیر 

برای سدهای بتنی وزنی با تغییرات خطی نیمرخ در ارتفاع سد، 

 (41)رابطه  صورت بهسازی سادهپس از  ،(1)مطابق شکل 
 :گرددبازنویسی می

(41) v′′A′

A

′
ρϖ2

E  
، با (38)بر اساس رابطه  گذاری تابع مساحتپس از جای  

با ضریب  2عادله دیفرانسیل همگن مرتبه م، (1)شکل توجه به 
رابطه  دردست خواهد آمد که جواب آن  هب (42) رابطهنظیر  متغیر

 :استارائه شده  (43)
 

(42) v
′′ 1

h−y

′ρϖ2

E  

(43) 𝑣 = c1J0((h − y)√
ρϖ2

E
) + c2Y0(−(h − y)√

ρϖ2

E
) 

 

مرتبه  دوو ابع بسل نوع یک توبه ترتیب  𝑌0و 𝐽0آنکه در  
,c1. دهندرا نشان می صفر c2  که با اعمال  نیز ضرایب ثابت هستند

v′(h) ،تاج سدر دشرایط مرزی  =  رابر صفرب 𝑐2مقدار ثابت ،0

 سد به صورت کفدر با توجه به شرط مرزی  خواهد بود.
v(0) =  دست به (44)مطابق رابطه  ارتعاش آزاد سدبسامد  ،0

سنجی مورد استفاده صحتبرای در این تحقیق نتایج آن که د آیمی
 :گیردقرار می

(44) J0(h√
ρϖ2

E
) = 0 

 

برای  اما متداول فرضی مقدارهایازای  هدر این بخش نتایج ب 
m1مشخصات هندسی   باسدهای بتنی وزنی  = 0, m2 =

0/75, h = و نیز مشخصات فیزیکی و  (1)مطابق شکل  100
ρ مکانیکی = 2500kg/m3, E = 22/4GPa گردد. ارائه می

و ممان قطبی از  (38)علاوه بر این سطح مقطع همانند رابطه 
  :گرددتعیین می( 45)رابطه 

(45) J(y) = I(y) + A(y)/12 
 

ارتعاش جانبی، به منظور تحلیل نتایج ارائه شده برای همانند  

در ، به تعداد مودها نسبت ارتعاش محوری حساسیت بسامد
ای سد در ارتعاش بسامدهای زاویهنسبت نتایج  (7)جدول 

 اویلر ـ برنولیهای نظیر مود مختلف برای نظریه 8محوری برای 

 ،ارائه شده است. مطابق این جدولمختلف  N ازای سه هب و رایلی

امنه در د ،برای سدهای بتنی وزنی ارتعاش محوری مقدار بسامد

تر در مودهای پایین خود، هندسی و مکانیکیمشخصات متعارف 
ضمن اینکه  .باشدمیتر از مقادیر نظری در ارتعاش جانبی بیش

تعداد مودهای وابستگی ارتعاش محوری در روش گالرگین به 

و به همین است نسبت به ارتعاش جانبی بسیار کمتر  N مورد نیاز
، 1برابر  N دو نظریه فقط برایحاصل از ی دلیل مقایسه بسامدها

تحت  نتایج به منظور مقایسه علاوه بر این،است. شده ارائه  8و  4

در ارتعاش محوری  جملات پاسخ آزمایشی دتعدا شرایط یکسان،
N برابرنیز  =   است. شدهدر نظر گرفته  8

طبیعی  بسامدهای که دهدنشان می( 7)جدول  بر این، علاوه 
اویلر ـ نظریه نظیر  کمتر ازرایلی  نظریهدر تمام مودها مطابق  

در  طبیعی. این اختلاف بسامدهای آیدبه دست می برنولی
و در مودهای  استتر بسیار ناچیز و قابل اغماض مودهای پایین

برابر  1/13و در مود هشتم به  شودمی بالاتر این اختلاف بیشتر
توان به ش جانبی این اختلاف را میهمانند ارتعا که رسدمی

 ،برخلاف ارتعاش جانبی کاهش سختی در نظریه رایلی نسبت داد.
حتی در مودهای بالاتر قابل  طبیعیبسامد  اثر اینرسی دورانی بر

 . دکر نظر توان از اثر آن صرفو با تقریب می یستتوجه ن
به روش  سنجی نتایج در ارتعاش محوریصحتبه منظور  

همانند  ارتعاش جانبی  ابتدا برای حالت خاص که در  ،گالرکین
تحلیل  جو با نتای آمدندبه دست  ،استتیر ثابت  نیمرخ عرضیآن 

شدند. نتایج مقایسه   [1]مرجع دقیق در مراجع مختلف از جمله
با دقت بسیار خوبی بر هم منطبق بودند که به دلیل حاصل 

به منظور د. شوه آن خودداری میمحدودیت حجم مقاله از ارائ
برای یک سد بتنی نتایج حاصل از روش گالرکین  ،سنجیصحت

و رایلی با  اویلر ـ برنولینظیر  هایاساس نظریه مثلثی شکل بر
ارتعاش بسامد برای  (44)رابطه نتایج حاصل از رابطه تحلیلی 

 مورد مقایسه قرار گرفته است.  (8)در جدول محوری 

برای ( 8)نتایج ارائه شده در جدول  خطای حاصل از 
رغم علیارتعاش محوری به روش گالرگین،  طبیعیبسامدهای 

اویلر ـ تقریبی بودن آن، در مقایسه با روش دقیق مبتنی بر نظریه 

در بدترین حالت که مربوط به بالاترین مود مورد بررسی،  برنولی
رسد که گویای دقت درصد می 0/03فقط به باشد می م،مود هشت

 باشد.رغم تقریبی بودن آن میروش گالرکین علی
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4140، چهارتم، شماره شسال سی و ه     نشریه مهندسی عمران فردوسی  

  rad/sها برحسب و نسبت آنرایلی   و اویلر ـ برنولینظیر  سد حاصل از نظریهطبیعی ارتعاش محوری بسامد   7جدول 
 

N 
j 

8 7 6 5 4 3 2 1 

1 - - - - - - - 
72/28

72/27
= 1/00 

4 - - - - 

353/23

337/89
= 1/05 

259/08

252/72
= 1/03 

165/25

163/48
= 1/01 

71/99

71/77
= 1/00 

8 
729/21

647/84
= 1/13 

634/98

556/95
= 1/14 

540/95

487/47
= 1/11 

446/94

415/98
= 1/07 

352/96

337/42
= 1/05 

259/04

252/71
= 1/03 

165/24

163/46
= 1/01 

71/99

71/77
= 1/00 

 

rad، و روش دقیق ارتعاش محوری حاصل از روش گالرکینطبیعی مقایسه نتایج بسامد   8جدول 

s
 

 

𝜛8 𝜛7 𝜛6 𝜛5 𝜛4 𝜛3 𝜛2 𝜛1 روش نظریه 

اویلر ـ برنولینظیر  71/99 165/24 259/04 352/96 446/94 540/94 634/98 729/21  
 گالرکین

 رایلی 71/77 163/46 252/71 337/42 415/98 487/47 556/95 647/84

اویلر ـ برنولینظیر  71/98 165/23 259/03 352/96 446/93 540/93 634/93 728/95 (24رابطه )   

 

 ، رایط متفاوت در تاج سدشارتعاش محوری سد با طبیعی مقادیر بسامد   9جدول 
rad

s
 

 

 Rm ϖ1 ϖ2 ϖ3 ϖ4 ϖ5 نظریه

 نظیر اویلر ـ برنولی

0/00 71/99 165/24 259/04 352/97 446/95 

0/02 71/99 165/24 259/05 353/05 447/12 

0/03 71/99 165/24 259/04 352/10 447/00 
 423/17 329/13 235/10 141/06 71/98 با احتساب اثر هندسه جرم فوقانی

 رایلی

0/00 71/77 163/47 252/71 337/42 416/03 

0/02 71/77 163/47 252/72 337/47 416/23 

0/03 71/77 163/47 252/71 337/44 416/11 
 407/50 330/93 248/73 161/74 71/43 هندسه جرم فوقانیبا احتساب اثر 

 

 یفوقان جرماثر 
ارتعاش محوری  طبیعیبر بسامد فوقانی  جرمبه منظور تعیین اثر 

 ازای سه مقدار بهین کگالرسد،  نتایج حاصل از تحلیل به روش 
Rm ( ارائه شده است.9در جدول )  

( گویای آن است که اثر 9بررسی نتایج ارائه شده در جدول ) 
Rm محوری  طبیعیبسامد  اثر بسیار کمی بر در محدوده انتخابی
از اثر آن توان میو به راحتی و همانند ارتعاش جانبی  داردسد 

 . دکرر نظ صرف
سازی شبیهازای  بهنیز سد  طبیعیبسامد  دار( مق9در جدول ) 

ارائه شده که در آن تغییرات مساحت و ممان فوقانی  جرمهندسه 

متر  5متر به صورت خطی و در  95قطبی از کف سد تا ارتفاع 
و ممان قطبی ثابت در نظر گرفته شده ارتفاع آزاد با مساحت 

نظر  درثیر أت ،دهد که مانند ارتعاش جانبیاست. نتایج نشان می
و درصد خطا است  اثر جرم متمرکز از سد بیشتر گرفتن هندسه

اویلر ـ های ر نظریهدفوقانی  جرمبدون اثر نسبت به سد مثلثی 
 . باشدمیدرصد  2و  9و رایلی به ترتیب تا حدود  برنولی

 

 شکل مود
طور که پیشتر بیان گردید،  ، همانروش ارائه شده در این پژوهش

باشد. بدین منظور و با توجه به قادر به تعیین شکل مودها نیز می
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 1404، چهارتم، شماره شو هسال سی      نشریه مهندسی عمران فردوسی

توان برای می (11)از رابطه  ،ایبسامدهای زاویه بودنمشخص 

شکل مود را  (5)و سپس به کمک رابطه کرد استفاده  c⃗تعیین 
 بیشینه تغییردن کرمقیاس ازای ه بطور معمول ه بکه د کرتعیین 

به عنوان پذیرد. صورت می به اندازه واحد مکان در مود مورد نظر

با مشخصات هندسی  الزاویهقائم مثلثینمونه شکل مود سد 
m1 = 0, m2 = 0/75, h = (، و نیز 1، مطابق شکل )100

ρ   زیکی و مکانیکی مصالح سدمشخصات فی =

2500kg/m3, E = 22/4MPa برای مودهای اول  (2) در شکل
و با شکل مود حاصل شده ارائه  𝑁ازای مقادیر مختلف  و دوم به

 تحت همان شرایط مقایسه گردیده است.  40از رابطه تحلیلی 
 

 
 الف()

 
 

 ب()
 

 Nازای مقادیر مختلف به روش گالرکین به سد مثلثیارتعاشی مود   2شکل 

 مود دوم  ب() و مود اول الف() :و روش تحلیلی

 

جایی سازه در مود مورد نظر به هدر شکل مذکور جاب 
بعد بیافتد سد اتفاق میرأس جایی بیشنه که در اینجا در هجاب

N ازای به (الفـ  2)گردیده است. در شکل  = شکل مود  8
که در مود دوم  گردد در حالیپاسخ تحلیلی منطبق می بر تقریباً

قدری اختلاف وجود دارد. این اختلاف در مودهای بالاتر بیشتر 
تر به بزرگ N نظر گرفتنصورت لزوم در  این گردد که درمی

کند. انطباق پاسخ به روش کندتر ضرورت پیدا میهمگرایی دلیل 

دلیلی  مجدداًبه سمت پاسخ تحلیلی  N با افزایش مقدارگالرکین 
 باشد. میدر این پژوهش مورد استفاده گالرکین  بر صحت روش

 

 گیرینتیجه
زنی ارتعاش آزاد جانبی و محوری سدهای بتنی و پژوهشدر این 
سازی آن به صورت جرم گی و مدلبه همراه اثر گلهشکل مثلثی 

نظر گرفتن شرایط مرزی ناشی از آن و نیز اثر نیروی  متمرکز و در
به روش  برای ارتعاش جانبی سد و وزن بدنه سازه فوقانیوزن 
سد دن کرمورد بررسی قرار گرفت. بدین منظور با مدل ین کگالر

و با تغییرات خطی نیمرخ عرضی بتنی وزنی به صورت تیر طره 
در کف و تاج سد، بر اساس  اعمال شرایط مرزی به صورت دقیق

جانبی و نیز آزاد رایلی در ارتعاش و  اویلر ـ برنولیهای نظریه
 ،آزاد محوری ارتعاش در رایلی و اویلر ـ برنولیهای نظیر نظریه

بر این  .های مختلف تعیین گردیدای سد در حالتبسامدزاویه
 :کردشرح زیر بیان  به را نتایج توانمیاساس 

روش گالرکین با دقت بسیار خوبی قادر به تحلیل ارتعاش آزاد . 1
 .استاز آن قابل اعتماد  لو نتایج حاص استسد 

ابع وبه صورت ت مثلثی شکل سدهای بتنی جانبیاش آزاد عارت. 2
و دو  نوع یک نوع یک و دو و اصلاح شده بسل مرتبه اول

ای در توان مقادیر بسامدهای زاویهاساس آن می و بر هست
 .دکرتعیین  صورت دقیق به را جانبیارتعاش آزاد 

به صورت تابع  مثلثی شکل اش آزاد محوری سدهای بتنیعارت. 3
ر داتوان مقاساس آن می و بر استبسل مرتبه اول نوع یک 

 صورت دقیق به در ارتعاش آزاد محوری را طبیعیبسامدهای 

 .دکرتعیین 
به صورت جرم یا نیروی متمرکز  سد سازه فوقانیسازی شبیه. 4

ای بر بسامد قابل ملاحظه أثیرت سازه فوقانیدهد که نشان می

 ـبرنولیهای در نظریه آزاد جانبی و محوری سدارتعاش   اویلر 
نظر گرفتن آن به صورت  که در رد. در حالیندا و رایلی 

سازه گرفتن  نظر ای با مساحت ثابت در ارتفاع لزوم درقطعه

 .دکنمیناپذیر را اجتناب فوقانی
و نظیر آن در ارتعاش  در ارتعاش جانبی اویلر ـ برنولینظریه . 5

قیاس با تئوری  دررا تری گهای بزربسامد موارهمحوری ه

تر این اختلاف کمتر دهد که در مودهای پاییننتیجه میرایلی 
 ویژه برای ارتعاش جانبی قابل توجه به ولی در مودهای بالاتر



 123  بهرام نوائی نیا

 

 

4140، چهارتم، شماره شسال سی و ه     نشریه مهندسی عمران فردوسی  

در تحلیل  اویلر ـ برنولینظریه  بنابراین استفاده از است.

را  قابل توجهیدر مودهای بالاتر خطای  ارتعاش آزاد سدها
  در پی خواهد داشت. 

 
 فهرست علائم

 M جرم بخش مثلثی سد

 m فوقانی سد بخشجرم 
 h ارتفاع سد

 Δh ارتفاع آزاد سد
 E ضریب کشسانی

 I ممان اینرسی
 u مکان جانبی در مخاصات مکانی تغییر

 C ماتریس میرایی

 ρ کرم حجمی

 A مساحت نیمرخ طولی
 P نیروی محوری

 q گسترده جانبی بار

و مکان جانبی در مختصات مکانی  تغییر
 زمانی

ū 

 ū̇ سرعت جانبی در مختصات مکانی و زمانی
 ṻ شتاب جانبی در مختصات مکانی و زمانی

 N تعداد جملات سری

 ω ای جانبیبسامد زاویه

 ϖ ای محوریبسامد زاویه
 j شمارنده، زیرنویس

ϕ تابع قیاسی
j
 

 R مانده 
β ضریب

j
 

,λ مقادیر ویژه λi 

,c⃗ بردار ویژه ci 
 [m] ماتریس جرم

 [k] ماتریس سختی
 φ خواهتابع دل

ماتریس متناظر با نیروی محوری در ماتریس 

 سختی 

kp0
 

فوقانی به جرم بخش  بخشنسبت جرم 

 مثلثی

Rm 

 mθ جرم دورانی
,m1 جرم maθ, ma 
 v مکان محوری در مختصات مکانی تغییر
 و مکان محوری در مختصات مکانی تغییر
 زمانی

v̄ 

 υ ضریب پواسون
 J ممان قطبی نیمرخ طولی

 t متغیر زمان
 ma جرم محوری

 ka سختی محوری
 m̄ های سرآب و پایابمجموع شیب
 m1 شیب سرآب
 m2 شیب پایاب

 ε خطا
 J1 تابع بسل نوع یک مرتبه یک

 Y1 مرتبه یک دوتابع بسل نوع 
 I1 اصلاح شده نوع یک مرتبه یکتابع بسل 

 K1 تابع بسل اصلاح شده نوع دو مرتبه یک
 a ضریب

 P(y) گسترده محوری بار
 P0 نیروی متمرکز محوری

 J0 مرتبه صفر 1تابع بسل نوع 
 Y0 مرتبه صفر 2تابع بسل نوع 
 𝑦 مختصه مکانی

 
 نامهواژه

 section نیمرخ

 ,Roller Compacted Concrete بتن غلتکی کوبیده

RCC 

  classic متداول

 Rotary inertia اینرسی دورانی

 Euler–Bernoulli Beam اویلر ـ برنولینظریه تیر 

Theory, EBT 
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 ,Elementary beam theory نظریه مقدماتی تیر

EBT  

 ,Engineeing beam theory نظریه مهندسی تیر

EBT 

 Elastic کشسان

 natural frequency بسامد طبیعی

 variational methods های تغییراتروش

روش مانده وزنی 
 گالرکین

Galerkin weighted residual 

method 

 nonconservative ناپایستار

 ,functionally graded materials مصالح مدرج تابعی

FGM 

 differential transform روش تبدیل دیفرانسیلی

method, DTM 

 Comparison functions تابع قیاسی

 Collocation mthod روش ترتیبی

 nontrivial غیربدیهی

 
 تقدیر و تشکر 
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