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1-Introduction: 

In general, the dynamic behaviour of structures can be 

considered either linear or nonlinear, with the governing 

differential equation being a second-order differential 

equation. The solution methods are typically divided into 

two main categories: the mode superposition method and 

the direct time integration method. In nonlinear systems, if 

the structural response at a specific time *t* is required, 

the interval [0, t] is divided into *n* sub-intervals, usually 

of equal size (Δt). Within each sub-interval (t = nΔt), the 

structural properties such as stiffness are assumed to be 

constant, and the response at the end of each step is 

calculated. This response is then used as the initial 

condition for the subsequent step. Among conditionally 

stable time integration methods, the Newmark linear 

acceleration method and the central difference method are 

widely used due to their accuracy. In these two classical 

approaches, the acceleration is assumed to vary at most 

linearly within each time step. In this study, however, the 

acceleration variation within each time step is assumed to 

be cubic (third-order). Consequently, when the 

acceleration is represented by a third-order polynomial, the 

displacement function becomes a fifth-degree polynomial 

with six coefficients. Since higher-order acceleration 

introduces more terms into the Taylor series expansion 

compared to the classical methods, it is expected that the 

proposed third-order acceleration method will provide 

greater accuracy. Nevertheless, because this research 

focuses on a nonlinear softening system, the increase in 

acceleration order does not necessarily guarantee 

improved accuracy. For evaluating the weighted residual 

integral, the least-squares method was applied. In this 

study, computational tools such as MATLAB were 

employed to quantitatively compare the accuracy of the 

proposed third-order acceleration method against other 

classical methods, including the Newmark average 
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acceleration method, the Newmark linear acceleration 

method, the Wilson-θ method, and the parabolic 

acceleration method. 

 

2. Methodology  

In this paper, the acceleration variation in each time step is 

considered cubic, which represents the novel contribution 

of the research. To the authors’ knowledge, the extension 

of the third-order acceleration method has been developed 

for the first time, at least in Iran. The reference solution 

employed here is the exact response of a shear building 

with nonlinear softening behavior under sinusoidal 

loading. Approximate responses obtained from the 

Newmark methods and the parabolic acceleration method 

were compared with the exact response through time-

history diagrams of the displacements of the first and 

second stories. The errors of eight different numerical 

methods were calculated quantitatively and compared. The 

displacement response of a nonlinear softening two-

degree-of-freedom system was analyzed under a range of 

sinusoidal loadings with varying frequencies and 

amplitudes. 

The angular frequency of the sinusoidal loading was 

varied from 1 to 30 rad/s, with increments of 0.1 rad/s, 

yielding 300 different loading cases. The system response 

under these cases was computed using the eight numerical 

methods discussed in this study. Using the analytical 

response method with Δt = 0.001 s, the displacement 

response was obtained and regarded as the exact solution. 

Then, for Δt values of 0.001, 0.002, 0.003, 0.004, 0.005, 

0.006, and 0.007 s, the displacement response of the system 

was computed for peak ground accelerations (PGAs) of 1, 

2, 3, 4, and 5 (m/s²) using the eight numerical methods. The 

root mean square errors were calculated for the defined Δt 

values. To compare the performance of the methods, the 

mean errors over different frequencies and their 
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coefficients of variation were evaluated. Additionally, the 

parabolic acceleration method was extended to a third-

order acceleration method, and its error and coefficient of 

variation were compared with those of the second-order 

(parabolic) acceleration method. 

In Figure (1), the average error averages for different 

numerical methods for ∆t equal to 0.001 seconds to 0.007 

seconds for the first floor of a softening shear building are 

plotted as a bar graph. 

 

3. Conclusion  

The results showed that, in the first story, for Δt values 

ranging from 0.001 to 0.007 seconds, the minimum mean 

error in most cases was associated with the analytical 

response method and the Newmark average acceleration 

method, while the maximum mean error in most cases 

corresponded to the central difference and Wilson 

methods. In the second story, with the same Δt range, the 

minimum mean error in most cases corresponded to the 

central difference method, whereas the maximum mean 

error was associated with the Jennings method. Regarding 

the coefficient of variation, in the first story and within the 

same Δt range, the maximum value in most cases was 

related to the second-order acceleration and Wilson 

methods, while the minimum was related to the Newmark 

linear acceleration and Newmark average acceleration 

methods. In the second story, the maximum coefficient of 

variation in most cases was associated with the central 

difference method, while the minimum corresponded to 

the Wilson method. In both stories, the mean error and the 

coefficient of variation for the second-order and third-

order acceleration methods generally showed only minor 

differences. Overall, in the first story, the analytical 

response method had the lowest mean error, while the 

Wilson method exhibited the highest mean error. The 

second-order and third-order acceleration methods ranked 

second and fourth, respectively. In the second story, the 

central difference method had the lowest mean error, while 

the Jennings method had the highest mean error. The 

second-order and third-order acceleration methods ranked 

sixth and seventh, respectively. From the perspective of 

the coefficient of variation, in the first story, the highest 

value corresponded to the analytical response method, and 

the lowest to the Newmark average acceleration method, 

with the second-order and third-order acceleration 

methods ranked sixth and seventh, respectively. In the 

second story, the highest coefficient of variation was 

related to the central difference method, while the lowest 

was associated with the Wilson method. The second-order 

and third-order acceleration methods ranked fourth and 

fifth, respectively. 

 

 

 

 

 
 

Figure. 1: Average value of the error means of different numerical methods for ∆t equal to 0.001 seconds to 0.007  

seconds for the first floor of a softening shear building 
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 یبه ازاهای مختلف و های سینوسی با فرکانسغیر خطی، تحت طیفی از بارگذاریشونده نرم دو درجه آزاد  ستمیس جایی یکدر این مقاله، پاسخ جابهچکیده  
PGAروش نیومارک )روش شتاب خطی(، 2، روش شتاب مرتبه 3روش عددی که شامل روش شتاب مرتبه  8متفاوت مورد بررسی قرار گرفته است. از  یها ،

جایی این ه پاسخ جابهروش نیومارک )روش شتاب متوسط(، روش ویلسون ـ تتا، روش تفاضل مرکزی، روش جنینگز و روش پاسخ تحلیلی بود، برای محاسب

و خطا مربعات  نیانگیجذر مو مقادیر  دیمحاسبه گرد مختلف یهاPGA یبه ازاجایی این سیستم جابه ،با استفاده از این هشت روشسیستم استفاده گردید. 
 ای آورده شده است.نمودارهایی میلههای مختلف محاسبه گردید که نتایج کار به صورت ∆t روش به ازای  8ضریب تغییرات خطای این 

 

 خطا، ضریب تغییرات خطا. ها، سیستم نرم شونده، جذر میانگین مربعاتهای عددی در دینامیک سازه، روش3روش شتاب مرتبه   کلیدی هایواژه
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Abstract  In this paper, the displacement response of a nonlinear two-degree-of-freedom softening system is investigated 

under a range of sinusoidal loadings with different frequencies and for different PGAs. Eight numerical methods 

including the 3rd-order acceleration method, the 2nd-order acceleration method, the Newmark method (linear 

acceleration method), the Newmark method (average acceleration method), the Wilson-Theta method, the central 

difference method, the Jennings method and the innovative method were used to calculate the displacement response of 

this system. Using these eight methods, the displacement of this system was calculated for different PGAs and the values 

of the root mean square error and the error coefficient of variation of these 8 methods were calculated for different ∆t s, 

and the results of the work are presented in the form of bar graphs. 
 

Keywords  3rd-Order Acceleration Method, Numerical Methods in Structural Dynamics, Softening System, Root Mean 

Square Error, Error Coefficient of Variation. 
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 مقدمه

 ریو غ یها به دو صورت خطسازه یکینامیرفتار د ،یدر حالت کل
 نیحاکم بر ا لیفرانسیکه معادله د شودیدر نظر گرفته م یخط

ی طوره مرتبه دوم خواهد بود ب لیفرانسیمعادله د کیها ستمیس
و  یروش جمع آثار مد یهای حل آن به دو دسته کلروش که

 شود. یم بندیدسته یزمان میمستق یریگروش انتگرال

 مورد tاگر پاسخ سازه در لحظه  غیر خطی، یهاستمیس در 
[ t ,0ابتدا بازه ] ،یزمان میگیری مستقنظر باشد، طبق روش انتگرال

( را ∆tها )زیربازه نیمعمولاً طول ا شود ومی میزیربازه تقس nبه 

ها  زیربازه نیاز ا کی. در هر رندیگیدر نظر م یبا هم مساو
(t=t/n∆خ )در نظر گرفته ثابت  ی،سازه مانند سخت صوصیات

از  ،و سپس شودیهر گام محاسبه م یو پاسخ در انتهاشود می

 . شودیاستفاده م یگام بعد یبرا هیاول طیپاسخ به عنوان شرا نیا

های روش دار،یمشروط پا یزمان یریگهای انتگرالروش نیب از
به علت دقت خوب،  یو تفاضل مرکز ومارکین یشتاب خط

 ،کیدو روش کلاس نیکه در ا رندیگیمورد استفاده قرار م شتریب
 . کندیم رییتغ یصورت خطه شتاب، حداکثر ب راتییمرتبه تغ

 به یشتاب در هر گام زمان راتییمرتبه تغ [1]مرجع در  

مرتبه  ایچندجمله جهیکه در نتشود میفرض  یصورت سهمو
در مجهول خواهد بود.  بیپنج ضر یدارا ،جاییچهارِ تابع جابه

در نظر گرفته شد با  یمقاله به عنوان مرجع اصل نیااین تحقیق، 

صورت  به یشتاب در هر گام زمان راتییتفاوت که مرتبه تغ نیا
به  تابحالت که ش نیدر ا جه،یدر نظر گرفته شد. در نت 3درجه 

-همرتبه سوم در نظر گرفته شد، تابع جاب ایصورت چندجمله

با  نکهیبود. با توجه به ا بیبا شش ضر 5تابع درجه  کی ،ییجا
 لوریت یدر بسط سر یشتریمرتبه شتاب، تعداد جملات ب شیافزا

 شودیموجود در نظر گرفته م کیهای کلاسنسبت به روش

با مرتبه شتاب درجه  یشنهادیکه در روش پ رودیانتظار م نیبنابرا
در تر باشد. بالا گرید کیهای کلاس، دقت آن نسبت به روش3

این پژوهش، چون مطالعه موردی بر روی یک سیستم غیر خطی 

شونده صورت گرفته است در نتیجه، لزوماً با افزایش مرتبه  نرم
محاسبه  یروش برا نیدر ایابد. شتاب، دقت تحلیل افزایش نمی

 حداقل مربعات استفاده شد. روش ازدار مانده وزنانتگرال باقی

 با داروزن ماندهباقیروش  کی ،[1] غلامپور و همکاران 
 غیر خطی یکینامیحل مسائل د یبرا وزنی تابع چند از استفاده

 یشتاب را در هر گام زمان راتییمرتبه تغ هاآندند. داها ارائه سازه

-جابه ایچندجمله جهی. در نتکردند فرض یسهمو صورت به
مجهول  بیو لازم بود که پنج ضر دبو 4مربوطه از درجه  اییج
پنج  نیمحاسبه ا یها برامحاسبه گردد. آن ایچندجمله نیا

سه معادله از  هاآن. دندکرمجهول از پنج معادله استفاده  بیضر
سرعت و شتاب  ،جاییجابهمعادلات  یمعادله را از ارضا 5 نیا

را با  گریدو معادله د هاآنآوردند.  به دستهر گام  یدر ابتدا

واحد،  ؛یو با چهار تابع وزن داروزن ماندهباقیانتگرال  بهمحاس
 هاآنآوردند.  به دست شنیحداقل مربعات و کالوک ن،یپترو گالرک

-قیبهتر و دق یهاپاسخ یاذعان داشتند که از روش شتاب سهمو

 .گرددیم حاصل یرت

 گیریانتگرال دیروش جد ک، ی[2] راد یمیو کر هیقاسم 
داشتند  انیب هاآن .دندکر شنهادیحل معادله حرکت پ یبرا یزمان

دقت  ،یشتاب به صورت سهمو راتییمرتبه تغ شیبا افزا
 ریبه صورت غ دیو روش جد ابدییم شیافزا گیریانتگرال
 یهاهداشتند در ساز ذعانا نیهمچن هاآن. است داریپا مشروط

اثر مدهای مصنوعی از پاسخ  شدنمیرا  چند درجه آزادی برای
 یعدد یبا میرای یگیرانتگرال تمیالگور کیاز  یستیسازه با

 استفاده شود. 

 گیریانتگرال دیروش جد ک، ی[3] هیو قاسم غلامپور 
ارائه  ایهساز غیر خطی یکینامیحل مسائل د یبرا یزمان میمستق

 هاآن یزمان گیریانتگرالمرتبه  هاآن یشنهادیدر روش پ دند.کر

 ومارکیمرسوم ن هایروشخانواده  گیریانتگرالبالاتر از مرتبه 
 2به صورت درجه  یشتاب را در هر گام زمان راتییتغ هاآنبود. 

و  یداریپا شیافزا یبرا ریدو پارامتر متغاز  هاآندر نظر گرفتند. 

 نیبه دست آمده از ا جنتای هاآن. دندکر استفاده خوددقت روش 
 زیتتا و نـ  لسونیو یمرتبه بالاتر را با روش ضمن دیروش جد

 .دندکر سهیمقا ومارکیروش شتاب متوسط ن

حل مسائل  یبرا یدیروش جد ک، ی[4] هیو قاسم غلامپور 
 یزمان میمستق گیریانتگرالبا استفاده از  غیر خطی یکینامید
از  ایهکه شامل مجموع هاآن یشنهادی. در روش پدنددا شنهادیپ

 گیریانتگرالبود، مرتبه  یزمان گیریانتگرال میمستق هایروش
 شنهادیک و متعارف بود. در روش پیکلاس هایروشبالاتر از 

شتاب در هر گام  یدرجه دوم برا راتیی، تغهاآنشده توسط 

روش  نیبه دست آمده از ا جینتا هاآن. دگردییفرض م یزمان
روش شتاب  زیو ن یه بالاتر را با روش تفاضل مرکزمرتب دیجد
اذعان داشتند با توجه به مرتبه  هاآن. دندکر سهیمقا ومارکین یخط
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 هایروشنسبت به  یشتاب در هر گام زمان راتییتغ تربالا
بالاتر  کیکلاس هایروشروش نسبت به  نیدقت ا ک،یکلاس
 است.

را با استفاده از  نگزیروش جن، [5]و همکاران  یمحمودآباد 
به صورت  هاآندرجه سه ارتقا دادند.  نیاسپلا یابیدرونتابع 

بر روابط  یکه مبتنرا  نگزیروش جن بیها و معاتیمز ایسهیمقا

بود نسبت به روش  کیتحر یخط راتییو فرض تغ قیدق
  .نددکر یابیارز نیاسپلا یابیدرون
سه  شتابشبه یهافیط، [6]و همکاران  یمحمودآباد 

 یابیدرونکه با روش را السنترو، ناغان و طبس  نگاشتشتاب
 نیبا استفاده از تابع اسپلا زی( و ننگزی)روش جن کیتحر یخط

سه  هاآن. دندکر سهیمقا گریکدیآمده بودند، با  به دست یمکعب

 فیدر نظر گرفتند و طرا السنترو، ناغان و طبس  نگاشتشتاب
 یبرارا  هاآن( هیبرش پا بیشده )ضر هیهمپا شتابشبهپاسخ 

 زیو ن یخط یابیدرونمختلف با استفاده از روش  ییرایم ریمقاد
اذعان داشتند که  هاآن. دندکرمحاسبه  نیبا تابع اسپلا یابیدرون
 نیاسپلا یابیدرونمحاسبه شده با روش  شتابشبه فیط ریمقاد

کم، اختلاف قابل  یهاییرایکوچک و م یلیخ یهادر دوره تناوب

محاسبه شده با روش  شتابشبه فیمتناظر ط ریبا مقاد یاملاحظه
 دارد. یخط یابیدرون
 غیر خطیپاسخ  یهافیط، [7] ینیو حس یمحمودآباد 

را ثابت  یریپذبا شکل کیالاستوپلاست یهاستمیشتاب سشبه
شده  کیتحر یخط یابیدرونکه با روش  نگاشتشتابسه  یبرا

آمده بودند،  به دست یمکعب نیبا استفاده از تابع اسپلا زیو نبودند 

 یبرا غیر خطیپاسخ  یهافی. طدندکر سهیمقا گریکدیبا 
 یبررس یمحاسبه شدند. برا 8و  4، 2، 5/1، 1 یهایریپذشکل
، 2به  بیها به ترتنگاشتشتابنقاط  نیب یفاصله زمان تر،یجزئ

و  دندیگرد میتقس یمساو قسمت 100و  50، 20، 10، 5
 یخط یابیدرونبا استفاده از  باریک یدیجد یهانگاشتشتاب

 یهافیو ط دیگرد دیتول نیاسپلا یابیدرونبا استفاده از  باریکو 

 سهیمقا گریکدیبا  نگاشتشتابدو نوع  نیا یخط ریپاسخ غ
و  نهیشیب ریموضوع بود که مقاد نیاز ا یکار حاک جیشدند. نتا

 داشتند.  یاقابل ملاحظه ریاختلاف مقاد نهیکم

را  3شتاب مرتبه  ی، روش عدد[8] و همکاران یمحمودآباد 
شتاب  راتییبود که تغ نیروش ا نیا یدند. فرض اساسکرارائه 

درجه سوم باشد  یاچندجمله کیبه صورت  Δt یدر بازه زمان

از  یریآن که با دو بار انتگرالگ رمکانییمعادله تغ جه،یکه در نت
پنج است که  هدرج یمنحن کی دیآیم به دستمعادله شتاب 

 زانیم یکم سهیمقا ی. براباشدیمجهول م بیشش ضر یدارا

 ستمیس کی ،یمطرح عدد هایروش گریروش با د نیا یخطا
مشخص  یهاییرایهرتز و م کیبا فرکانس  یدرجه آزاد خط کی
 ستم،یس نیدرصد در نظر گرفته شد. سپس، به ا 20و  10، 5، 2، 1

. دیمشخص اعمال گرد سبا فرکان ینوسیس کیهارمون یبارگذار
. استها موجود سازه کینامیدر کتب د ستمیس نیا قیپاسخ دق

از  ستمیس یعیبه فرکانس ارتعاش طب ینسبت فرکانس بارگذار

که  Δtده  یبرا سهی. مقاکردیم رییتغ 01/0 شیبا افزا  3تا  01/0
برابر با  هاآن نیتربزرگو  هیثان 02/0برابر با  هاآن نیترکوچک

روش شتاب  یکاهش خطا برا زانی. مدیبود انجام گرد هیانث 20/0

 نیبود. کمتر زیمرتبه سه نسبت به روش شتاب مرتبه دوم ناچ
در  زیخطا ن نیشتریو ب افتهیارتقا  نگزیخطا مربوط به روش جن

ها مربوط به Δt ریو در سا لسونیها مربوط به روش و Δt یبعض
 است. یروش تفاضل مرکز

 کی ییجاپاسخ جابه ی، به بررس[9] و همکاران یمحمودآباد 
تحت  غیر خطیشونده درجه آزاد سخت کی ستمیس

مختلف  یهاها و دامنهبا فرکانس ینوسیس یهایبارگذار
پاسخ  ی،روش عدد ۹ با استفاده از ،مطالعه نیادر پرداختند. 

از  فادهبا است .گردیدمختلف محاسبه  طیدر شرا ستمیس ییجاجابه

 ییجاهپاسخ جاب ه،ثانی 001/0 با برابر ∆tو استفاده از  یروش ابداع
ها یبررس جی. نتادیقلمداد گرد ستمیس قیبه عنوان پاسخ دق ستمیس

روش  ینسبت به خطا 3روش شتاب مرتبه  یداد که خطانشان 

تفاوت  ،مختلف یروهانی دامنه و ها ∆t یبه ازا 2شتاب مرتبه 
عموماً  ،خطا زانیم نین،کمترینداشتند. همچن گریکدیبا  یچندان

آن اغلب مربوط به  نیشتریو ب افتهیارتقا  نگزیمربوط به روش جن

 .دشیم یو روش تفاضل مرکز لسونیروش و

 ومارکیروش ساده ن یبه بررس [10] (Chang) چانگ 
. او بودانجام شده  یلیتحل یابیارز جیپرداخت که بر اساس نتا

 کی ،یخط کیالاست ستمیس کیاذعان داشت در حل گام به گام 
انتخاب  یلیتحل یابیارز جینتا هیبر پا تواندیمناسب م یگام زمان

 یمناسب برا یمانک گام زیانتخاب  یبرا یراه چیشود؛ اگر چه ه

 نیاو در ا وجود ندارد. یخط ریغ ستمیس کی قیدق یریگانتگرال
 یعدد یهایژگی، وایهلحظ یخط ریدرجه غ یمطالعه بعد از معرف

قرار  یابیارز مورد یلیبه صورت تحل را ومارکین حیروش صر
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 داد. 
مانند  یمحاسبات یافزارهانرم هایتیاز قابل مقاله نیا در 
به مقایسه  کمی صورت به و است استفاده شده (Matlab) متلب

 کیکلاس هایروشبا  3درجه  یدقت روش شتاب عدد زانیم
 یروش شتاب خط ومارک،یمانند روش شتاب متوسط ن گرید
 مرجعکه در  سهموی شتاب روش و تتا ـ لسونیروش و ومارک،ین

 است. پرداخته شده، دهیارائه گرد [1]
ارائه  یروش شتاب سهموساختارسازی  [1]مرجع  در 
به  یشتاب در هر گام زمان راتییروش، تغ نیاست. در ا دهیگرد

 راتییتغ مقاله، نای در. است در نظر گرفته شده 2صورت درجه 
 هدر نظر گرفته شد 3به صورت درجه  یشتاب در هر گام زمان

نویسندگان این . است مقاله نیا یموضوع نوآور نیکه ا است

برای اولین بار  3مقاله بر این باورند که بسط روش شتاب مرتبه 
این لازم به ذکر است در شود. است که لااقل در ایران انجام می

تحت  یخط ریبا رفتار غ یساختمان برش کی قیپاسخ دقمرجع 
 یبیاست و سپس پاسخ تقر دهیمحاسبه گرد ینوسیس یبارگذار

 دهیمحاسبه گرد یروش شتاب سهموو  ومارکیآن با روش ن
پاسخ طبقات اول  ،یزمان خچهیتار هایاست و به صورت نمودار

ظر ه نکه ب ی. نقصاست دهش سهیمقا هاآن قیو دوم با پاسخ دق
 یبیتقر هایاست که پاسخ نیوجود دارد، ااین مرجع در  رسدیم

 سهیمقا یو نمودار یفیمتناظرشان به صورت ک قیدق هایبا پاسخ

به  عددی، مختلف روش 8 هایخطا مقاله، نای در. اندشده
 .اندشده سهیمقا گریکدی( محاسبه شده و با ی)عدد یصورت کم

 نرمدرجه آزاد  دو ستمیس کی جاییجابهمقاله، پاسخ  نیدر ا

با  ینوسیس یهایاز بارگذار یفیتحت ط ،غیر خطیشونده 
قرار  یرد بررسمتفاوت مو یروهایمختلف و دامنه ن هایفرکانس

 30تا  1از  ینوسیس یبارگذار ایهیگرفته است. فرکانس زاو

 نیداده شد و بد رییتغ هیبر ثان انیراد 1/0 شیبا افزا هیبر ثان انیراد
 8با  ینوسیس یبارگذار 300نیتحت ا ستمیس نیپاسخ ا بیترت

با . است هدشمحاسبه  این مقاله،در  دهیمطرح گرد یروش عدد

 001/0 با برابر ∆tو با استفاده از روش پاسخ تحلیلی استفاده از 
 قیمحاسبه و به عنوان پاسخ دق ستمیس جاییجابهپاسخ  ،هثانی
، 002/0، 001/0 های∆t ی. سپس برااست هدیقلمداد گرد ستمیس

 8 از و با استفاده هیثان 007/0و  006/0 ،005/0، 004/0، 003/0
 جاییجابهپاسخ  چکیده، در بخش نام برده شده  یروش عدد

 هیمتر بر مجذور ثان 5و  4، 3، 2، 1 یها PGA یبه ازا ستمیس نیا

 های ∆t یمربعات خطا برا نیانگیجذر م ریو مقاد دیمحاسبه گرد
 هایروشبرای مقایسه  .دیشده در بالا محاسبه گرد فیتعر

و نیز  های مختلفمختلف با یکدیگر، میانگین خطاهای فرکانس

های گیریبا یکدیگر مقایسه شده و نتیجه هاآنضریب تغییرات 
به  ،روش شتاب سهموی ،نای بر لازم انجام شده است. علاوه

 روش نیا یخطا زانیروش شتاب مرتبه سوم بسط داده شده و م

 ،(یتبه دوم )سهموبا روش شتاب مر و نیز ضریب تغییرات آن،
 .استلازم انجام شده هاییرگیجهیو نت سهیمقا

شرح  لیبه تفص  3، روش شتاب مرتبه 2در ادامه در بخش  

 ، مقاله  7و   6 ،5 ،4 ،3 یهادر بخش نیداده شده است. همچن
)روش شتاب  ومارکی، روش ن2شتاب مرتبه  یهاروش بیبه ترت

و  یروش تفاضل مرکز لسون،ی(، روش ویمتوسط و شتاب خط

شرح داده شده  روش پاسخ تحلیلی، 8 و در بخش نگزیروش جن
شونده  نرمدرجه آزاد  دو ستمیسیک ، 10و  ۹ است. در بخش

 کیهارمون هاییاز بارگذار یعیوس فیتحت ط ،غیر خطی
 گریگدیمختلف با  یهاروش یو خطاها تهقرار گرف ینوسیس

 در در بخش انپای در و یریگجهینت 11 در بخش .اندشده سهیمقا
 آمده است.  یبعد یکارها یبرا شنهاداتیپ ،12

 

  3روش شتاب مرتبه 

با رفتار یک درجه آزاد سازه  کی یحرکت برا لیفرانسید معادله

 :شودیم فیتعر ریرابطه ز صورت به یخط
(1)  Mÿ  +  Cẏ +  Kiy =  P(t)        

و سختی  ییرایم ،جرم بیبه ترتKi و  M ، Cرابطه  نیدر ا که 

 بیبه ترت 𝑦̈ و y ،𝑦̇وارده به سازه و  یروینP(t)  است. سازه
 ،یشنهادیروش پد. در سرعت و شتاب خواهند بو ،جاییجابه

 یاچندجمله کی صورت به یشتاب در هر گام زمان راتییتغ

مکان  رییتغ راتییتغ جهیکه در نتشود گرفته میدر نظر  سوممرتبه 
کامل مرتبه  یاتابع چندجمله کی صورت به یدر هر گام زمان

 شود:ینوشته م ریصورت رابطه زه تابع ب نیخواهد بود که ا پنج
 

(2)   y(t) = at5 + bt4 + ct3 + dt2 + et + f        
 

است که ثابت مجهول  بیضر شش  fتا aرابطه  نیدر ا که 
 .شوند هسبامح یزماندر هر گام باید 
توابع سرعت و نسبت به زمان، ( 2از رابطه ) یریگمشتق با 

 :ندیآیم به دست ریروابط ز صورت بهشتاب 



 2۹  فاطمه هاتفی اردکانی -فاطمه انصاری-مسعود محمودآبادی
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(3         )  ẏ(t) = 5at4 + 4bt3 + 3ct2 + 2dt + 𝑒 

(4)  ÿ( t) = 20at3 + 12bt2 + 6ct + 2d  
 

ثابت مجهول در هر گام  بیضر شش نیمحاسبه ا یبرا 
روابط  یسه معادله از ارضا .میدار ازیمعادله ن ششبه  ی،زمان

 به دست یگام زمانره یو سرعت و شتاب در ابتدا جاییجابه
 باشد:به صورت رابطه زیر می که دیآیم

 

(5) ÿ(t=0)=2d= ÿo  ، ẏ(t = 0) = e =  yȯ  ،  y(t =0) =f= yo 
 

 :میدار یگام زمان یمعادله حرکت در ابتدا یبا ارضا یطرف از 
 

(6)  M ÿo + C yȯ + Kyo =  po     
 

 :می( دار6( در رابطه )5روابط ) یگذاریبا جا نیبنابرا 
 

(7)   d =
 po−C.e−K.f 

2M
    M(2d) + C(e) + K(f) =  po → 

معادله حرکت در  ی( از ارضا8طبق معادله ) ،چهارم معادله 
 .دیآیم به دست یگام زمان یانتها

 

(8)  M.  ÿ∆t + C. ẏ∆t + K.  y∆t =  p∆t    
 

M . (20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d) + 

C. (5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e) + 

K0(a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t + f ) =  p∆t 

(۹)                                                                                                                                          
های مانند روش یروش عدد نیدر ا میدانیکه م طور همان 
بودن معادله تعادل حرکت در بازه  یبیتقر لیبه دل ،گرید کیکلاس

[0,tب ] مانده تابع باقی کی جهیدر نت شود.یطور کامل ارضا نمه
 :کهی طوره ، بکرد فیتعر توانیم
(10) residual =  P −  M ÿ  −  C ẏ  − Ky 

 

 ماندهباقیاز انتگرال  ماندهباقیتابع  نیا یسازحداقل یبرا که 
 :که میکنیاستفاده م یوزن

(11) ∫ Wi × (residual)dt = 0       
∆t

0
  

 

برای یافتن ضرایب  .استتابع وزنی Wi ( 11معادله )که در  

توابع وزنی را در ادامه به صورت زیر در نظر  cو  a ،bمجهول 
مجهول در هر گام  گیریم. حال با محاسبه این شش ثابتمی

زمانی، پاسخ در انتهای هر گام زمانی با استفاده از روابط زیر 
 شود:محاسبه می

(12) y(t) = a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t + f  
 

(13)  ẏ(t) = 5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e  
 

(14) ÿ(t) = 20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d  
 

این پاسخ به عنوان شرایط اولیه برای گام زمانی بعدی در  
و روابط فوق مجدداً برای گام بعدی استفاده  شودمینظر گرفته 

دست  هلحظه مورد نظر ب که در انتها پاسخ در طوریه شود بمی
آید. حال این توابع وزنیِ واحد بسط داده شده، پتروگالرکین بسط 

 شوند:صورت زیر تعریف می هب ،داده شده و حداقل مربعات

 
 تابع وزنی واحد بسط داده شده 

W1در این حالت با استفاده از توابع وزنی  = W2و  1 =  t  رابطه

 شود:صورت رابطه زیر تبدیل می ( به11)
 

(15)  ∫ (residual)dt = 0
∆t

0
  

 

(16)  ∫ t(residual)dt = 0
∆t

0
  

 

 ،(14و ) (13و ) (12)با در نظر گرفتن همزمان معادلات  
 .شوندمحاسبه می cو  b و a مجهولات

 
 گالرکین بسط داده شدهتابع وزنی پترو 

  :شودصورت زیر تعریف می هتابع وزنی ب سه ،در این روش
 

(17) W1 = t , W2 = t2, W3 = t3  
 

( به روابط 11تابع وزنی، رابطه ) سهبنابراین با توجه به این  
 :شودزیر تبدیل می

 

∫ t(residual)dt = 0
∆t

0
  (18)  

∫ t2(residual)dt = 0
∆t

0
  (1۹)  

∫ t3(residual)dt = 0
∆t

0
  (20)  

 

( 18با حل همزمان معادلات ) c و  bو a در نتیجه مجهولات 
 .آینددست می ه( ب20)( و 1۹و )

 
 تابع وزنی حداقل مربعات بسط داده شده

 شود:صورت رابطه زیر بیان می هب ماندهباقیمربع تابع 
 

residual2 = ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + ky(t) − p(t)]2 
Δt

0
 (21)    
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زیر را در  ، سه معادلهماندهباقیسازی این تابع برای حداقل 
 گیریم:نظر می

 

∂(residual)2

∂a
= 0    (22)  

 

∂(residual)2

∂b
= 0   (23)  

 

∂(residual)2

∂c
= 0    (24)  

 

در  ،(20( و )1۹( و )18)معادلات کارگیری هبنابراین با ب 
 د:آیدست می هب ،(24( و )23( و )22) معادلات

 

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − p(t)]
Δt

0
(m

∂ÿ(t)

∂a
+ C

∂ẏ(t)

∂a
+

K
∂y(t)

∂a
) dt = 0  

(25)  
  

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − p(t)]
Δt

0
(m

∂ÿ(t)

∂b
+ C

∂ẏ(t)

∂b
+

K
∂y(t)

∂b
) dt = 0  

(26)  
 

∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − p(t)]
Δt

  0
(m

∂ÿ(t)

∂c
+ C

∂ẏ(t)

∂c
+

K
∂y(t)

∂c
) dt = 0   

(27)  

(، 27( و )26( و )25) حال با حل همزمان معادلات 
 .شوندیافت می  cو   bو a مجهولات

 
 عددی هایروشسایر 

  2روش شتاب مرتبه 
در هر گام زمانی به صورت سهموی در نظر در این روش شتاب 

درجه  ایهشود. در نتیجه تابع تغییر مکان یک چند جملگرفته می
 هیروش کاملاً شب نیا ساختارسازیچهار بر حسب زمان است. 

اختصار از  تیکه به لحاظ رعا است 3به روش شتاب مرتبه 
در مرجع  2روش شتاب مرتبه نظر شده است.  آوردن آن صرف

 ه طور کامل توضیح داده شده است.ب [1]
 

 روش نیومارک )روش شتاب متوسط و شتاب خطی(
دو روش معروف، موسوم به روش شتاب  1۹5۹نیومارک در سال 

در روش  .[11] ده استکرمتوسط و روش شتاب خطی ارائه 
شتاب متوسط، تغییرات شتاب در هر گام زمانی ثابت فرض 

شود، اما در روش شتاب خطی، تغییرات شتاب در هر گام می
شود. روش شتاب متوسط، برای هر زمانی خطی فرض می

، هر چقدر بزرگ باشد، از نظر عددی پایدار است، اما  Δtمقدار

551Tn/0 Δt روش شتاب خطی برای ابط و رو. استپایدار  ≥
 آمده است. [11]این روش در مرجع  ساختارسازی

 

 روش ویلسون
 ،که به صورت مشروط پایدار بودرا ویلسون روش شتاب خطی 

به صورت  θدن پارامتری به نام کررا با اضافه  د و آنکراصلاح 

θ 1پایدار غیر مشروط درآورد. اگر  باشد، روش ویلسون به  =
θ 37/1گردد. اگرروش شتاب خطی تبدیل می باشد، روش  ≤

 ، مقدار[11] ویلسون پایدار غیر مشروط است. به استناد مرجع

42/1 θ استفاده  θدقت بهینه دارد. در این مقاله از مقدار بهینه  =
 شده است.

 

 روش تفاضل مرکزی
-مشتقات زمانی جابهاین روش مبتنی بر تقریب تفاضل محدود از 

 هایروش)یعنی سرعت و شتاب( است. این روش از  جایی

t∆یعنی اگر  ؛صریح و پایدار مشروط است <
Tn

π
باشد، از نظر  

آمده  [10]مرجع  جزئیات این روش در .عددی روش پایدار است
 است.

 
 روش جنینگز 

روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک، روش 

ها در برابر مولی است که برای محاسبه پاسخ سازهمتعارف و مع
شود. علت اصلی زلزله در محدوده رفتار خطی از آن استفاده می

گردد. برمی [11,12] مراجعگذاری این روش به نام جنینگز، به نام

خطبا پاره نگاشتشتابخطی تحریک، نقاط  یابیدروندر روش 
نتیجه در محل اتصال شوند. در هایی به یکدیگر متصل می

باشد و فقط لزوماً با یکدیگر برابر نمی هاآنها، شیب خطپاره

با یکدیگر برابر است. لازم به  هاآنمقادیر تابع در محل اتصال 
ذکر است روش جنینگز مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات 

های یک و چند درجه آزاد خطی تحریک است و برای سیستم

ابل استفاده است. در این مقاله که یک سیستم دینامیکی خطی ق
دو درجه آزاد نرم شونده غیر خطی مورد بررسی قرار گرفته است، 
فرض شده است که در هر گام زمانی، سختی سیستم ثابت است 
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های این سیستم در ابتدای گام، سختی و بر مبنای تغییر مکان
د سیستم محاسبه شده است و سپس این سیستم دو درجه آزا
 خطی، به دو سیستم یک درجه آزاد خطی تبدیل گردیده است.

معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیستم یک درجه آزادی  
 میراگر عبارت است از:ـ  فنر ـ خطی جرم

(28)     mü + cu̇ + ku = P(t)                                              

جایی، همقادیر جاببه ترتیب   üو   u،u̇ که در این معادله  
 باشند. می mسرعت و شتاب جرم 

روش جنینگز، روشی عددی برای حل معادله دیفرانسیل  

باشد. این روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات ( می28)
( مشخص شده 1است که در شکل ) P(t)خطی تابع تحریک 

 است.

 

 
 

 [11] کخطی تحری یابیدروننمادهای مورد استفاده در   1 شکل

 

tiدر بازه زمانی  p(τ)تابع تحریک    ≤ t ≤ ti+1 توان را می
 د:کربه شکل زیر بیان   τ به صورت یک تابع خطی بر حسب

 

(2۹) p(τ) = Pi +
Δpi

Δti
τ               

Δpi که در آن    = Pi+1 − Piو متغیر  استτ  از صفر تاΔti 
توضیح داده شده است  [10] کند. جزئیات کار در مرجعتغییر می

و در نهایت در این مرجع، معادلات بازگشتی زیر برای محاسبه 

ui+1  وu̇i+1 :ارائه شده است 
 

(30                       ) ui+1 = Aui + Bu̇i + Cpi + Dpi+1 
(31) u̇i+1 = A′ui + B′u̇i + C′pi + D′pi+1    

 

,Aمقادیر هشت ضریب  B, C, D, . . . , Dˊ  که در سمت راست

 اند. آورده شده [10]( وجود دارند، در مرجع 31( و )30روابط )

 روش پاسخ تحلیلی
های یک درجه آزاد با توجه به اینکه پاسخ تحلیلی )دقیق( سیستم

خطی نسبت به بارگذاری هارمونیک سینوسی در کتب دینامیک 
فرض  t∆ زمانیتوان در هر بازه لذا می. [10]است موجود  هاهساز
د که سختی سیستم یک درجه آزاد مقدار ثابتی است و در این کر

د. در ابتدای هر کرموجود، استفاده  ساختارسازیبازه زمانی از 
باشد که  مقدار آن از صفر تا ای می t0دارای  مبازه زمانی، سیست

(N − 1)∆t تواند تغییر کندمی. 
 

mü + ku = p0 sin ω(t0 + t) 

= p0[sin ω t0 × cos ωt + cos ω t0 × sin ωt] 

= c1 cos ωt + c2 sin ωt 

(32            )           
که در بالا ذکر  طوری همان t0 ( مقدار1۹که در رابطه ) 

N)گردید از صفر تا  − 1)∆t تواند تغییر کند ومی c1 =

p0 sin(ωt0) و c2 = p0 cos(ωt0)  است. منظور ازN تعداد ،
دیفرانسیل  نقاط بارگذاری سینوسی است. حل عمومی معادله 

 ( عبارت است از:32)
 

(33) uc(t) = A cos ωn t + B sin ωn t  , ωn = √
k

m
  

 

𝜔و حل خصوصی آن در حالتی که   ≠ ωn ( باشدω  فرکانس
 بارگذاری سینوسی است( عبارت است از:

 

(34) up(t) = c1 cos ωt + c2 sin ωt   
 

ωو در حالتی که   = ωn  باشد )حالت تشدید( حل
 :( برابر است با1۹خصوصی معادله دیفرانسیل)

 

(35)  up(t) = c3 t cos ωnt + c4 t sin ωnt  
 

 ∆t با اعمال شرایط اولیه در ابتدای بازه B  وA  مقادیر ثابت 

نیز با  c4و c3و c2و c1 شوند. همچنین، مقادیر ثابتمحاسبه می
 آیند.می به دستهای مرسوم حل معادلات دیفرانسیل روش

 

دو درجه آزاد نرم  مشخصات جرم و سختی سیستم
 شونده

بدون  (2شکل )یک سیستم دو درجه آزاد نرم شونده مطابق 
کیلوگرم برای هر طبقه و سختی اولیه طبقه  1000میرایی با جرم 

 410ابرنیوتن بر متر و سختی اولیه طبقه دوم بر 710اول برابر 
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نیوتن بر متر مورد بررسی قرار گرفته است. مشخصات جرم و 
اخذ گردیده است. همچنین،  [10]سختی این سیستم از مرجع 

ای که برای طبقه اول و دوم این مدل در نظر گرفته شده سختی

 : است (24)و  (23)است، مطابق رابطه 
 

(36) K1 = K0[1 +  α1 (u)2] = 107[1 − 102(∆u)2]  
(37) K2 = K0[1 +  α2 (u)2] = 104[1 − 10−3(∆u)2] 

 

 .استمکان نسبی طبقه  تغییر ∆u(، 37( و )36در رابطه ) 
 

 
 درجه آزاد مورد بررسی دو سیستماولیه مشخصات جرم و سختی   2شکل 

نسبی تغییرات سختی طبقات اول و دوم برحسب تغییر مکان  

آورده شده است. این شکل به صورت یک  (4)و ( 3) در شکل

جایی نسبی در طبقه سهمی درجه دو است و حدود تغییرات جابه

 متر در 20تا  -20متر و در طبقه دوم از  05/0تا  -05/0اول از 

 نظر گرفته شده است.

50پایه  نگاشتسیستم مورد بحث تحت شتاب  sin(t)  قرار

داده شد و با دو روش پاسخ تحلیلی و نیومارک شتاب متوسط 

است.  آورده شده به دستجایی طبقات اول و دوم آن هپاسخ جاب

آورده شده است.  (6)بوط در شکل نمودارهای تاریخچه زمانی مر

نمودار تاریخچه زمانی این سیستم تحت این  [9]ع در مرج

داده شده است. این دو نمودار با هم  (5) بارگذاری مطابق شکل

تطابق مناسبی دارند و بدین ترتیب صحت محاسبات اثبات 

.گرددمی

 

 
 

 هاآنحسب تغییر مکان نسبی  تغییرات سختی طبقه اول سیستم نرم شونده بر  3شکل 

 

 
 

 هاآنحسب تغییر مکان نسبی  تغییرات سختی طبقه دوم سیستم نرم شونده بر  4شکل 

𝐾0 = 107 N/m 
m

1
=1000 Kg  

𝑢1 

𝐾0 = 104 N/m 
m2=1000 Kg  

𝑢2 
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 با روش نیومارک  s 001/0=  tΔو  =2m/s 50 PGAنمودار تاریخچه زمانی تغییر مکان طبقات اول و دوم سیستم نرم شونده با   5شکل 

 rad/s1 [9] برای فرکانس 

 

 
 

با دو روش پاسخ تحلیلی و نیومارک  s 001/0=  tΔو =2m/s50 PGAنمودار تاریخچه زمانی تغییر مکان طبقات اول و دوم سیستم نرم شونده با   6شکل 

 رادیان بر ثانیه 1برای فرکانس  (شتاب متوسط)

 

مختلف عددی با  هایروشمقایسه کمی میزان دقت 
 یکدیگر

معرفی شده در بالا  غیر خطیسیستم دو درجه آزاد نرم شونده 
های هارمونیک سینوسی قرار تحت طیف وسیعی از بارگذاری

رادیان  300تا  1ای بارگذاری سینوسی از گرفت. فرکانس زاویه
رادیان بر ثانیه تغییر داده شد و بدین ترتیب  1بر ثانیه با افزایش 

روش  8بارگذاری سینوسی با  300 پاسخ این سیستم تحت این
های قبلی محاسبه گردید. با استفاده در بخش دهشعددی مطرح 

ثانیه پاسخ  001/0برابر با  ∆tاز روش پاسخ تحلیلی و با استفاده از 
جایی سیستم محاسبه گردید و به عنوان پاسخ دقیق سیستم جابه

توضیح داده شده  [9] قلمداد گردید. علت این موضوع در مرجع
، 004/0، 003/0، 002/0، 001/0 های∆t یبرااست. سپس، 

روش عددی  8 از و با استفاده هیثان 007/0 و 006/0، 005/0

جایی این سیستم به های قبلی پاسخ جابهمعرفی شده در بخش
محاسبه متر بر مجذور ثانیه  5و  4، 3، 2، 1های  PGAازای 

 . دیگرد
میانگین  جذر مقادیر به عنوان نمونه (8)و  (7)در شکل  

از  ایهمربعات خطا برای طبقات اول و دوم به صورت نمودار میل
متر بر مجذور ثانیه و گام زمانی  PGA 5افزار متلب برای نرم

شود که مشاهده می طور ثانیه آورده شده است. همان 007/0
رادیان  ۹7حداکثر خطا در طبقه اول مربوط به فرکانس بارگذاری 

متر و مقدار  42/2 ×10-2. مقدار حداکثر خطا برابرستابر ثانیه 
 متر است. در طبقه دوم حداکثر 3۹۹/7 ×10-4میانگین خطا برابر 

 مقدار .استرادیان بر ثانیه  3خطا مربوط به فرکانس بارگذاری 
-3متر و مقدار میانگین خطا برابر  155/4 ×10-2حداکثر خطا برابر

متر است. 8۹3/3 ×10
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2m/s  5 PGAو ثانیه tΔ  =007/0 ، میانگین مربعات خطا برای طبقه اول روش شتاب مرتبه سوم مقادیر جذر  7شکل  = 

 

 
 

2m/s 5 PGA و ثانیه tΔ  =007/0 ، میانگین مربعات خطا برای طبقه دوم روش شتاب مرتبه سوممقادیر جذر  8شکل  = 

 
 شونده نرمدرجه آزاد  دو ستمیسمیانگین کلی  نمودار

(، 10) ( و شکل۹) ای نشان داده شده در شکلدر نمودارهای میله
مختلف های زمانی میانگین خطاها بر حسب گام میانگین مقادیر

 شده روش مذکور در این مقاله، آورده 8طبقه اول و دوم، برای 
با توجه به  باریک است. منظور از میانگین میانگین این است که 

 300آمده برای  به دستخطای  توضیحات بخش قبل، از مقادیر
فرکانس تحریک، میانگین گرفته شده است و بار دیگر از مقادیر 

 یبه ازاثانیه  007/0تا  001/0های زمانی گام یبراآمده،  به دست
PGA که در  میریگیم نیانگیممتر بر مجذور ثانیه  5تا  1های
آید. در بالای میبه دست  نیانگیم کی گام زمانی،هر  یبرانتیجه 

است که  ای هر روش، عددی در کادر درج گردیدهنمودار میله

 002/0زمانی  ثانیه به گام 007/0بیانگر نسبت خطای گام زمانی 
ها برای طبقه اول، مربوط به ین این نسبتتربزرگثانیه است. 

است که حساسیت   88/۹روش نیومارک شتاب متوسط با نسبت 
ها دهد. کمترین نسبتزیاد این روش را به گام زمانی نشان می

است که  75۹/5مربوط به روش نیومارک شتاب خطی با نسبت 
دهد؛ و برای ام زمانی نشان میحساسیت کمتر این روش را به گ

است  20/12با نسبت  روش پاسخ تحلیلیطبقه دوم، مربوط به 
دهد. که حساسیت نسبتاً زیاد این روش را به گام زمانی نشان می

 744/10مرکزی با نسبت ها مربوط به روش تفاضلکمترین نسبت
 دهد.است که حساسیت کمتر این روش را به گام زمانی نشان می

برای  روش پاسخ تحلیلیجایی با توجه به اینکه پاسخ جابه 
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t∆  ثانیه به عنوان پاسخ دقیق قلمداد شده است، در  001/0برابر با
(،  برای 10(  و )۹های )ای ارائه شده در شکلنمودارهای میله

مقداری قید ثانیه  001/0برابر با  ∆tبه ازای  روش پاسخ تحلیلی
نگردیده است.

 

 
 

 طبقه اولـ  ثانیه 007/0تا  هثانی 001/0 با برابر ∆t یبرا یمختلف عدد یهاروش هایخطا نیانگیم نیانگیم  ۹شکل 

 

 
 

 طبقه دومـ  ثانیه 007/0تا  هثانی 001/0 با برابر ∆t یبرا یمختلف عدد یهاروش هایخطا نیانگیم نیانگیم  10شکل 
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0.000001

0.00001

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

شتاب 

تابع )2مرتبه

(حداقل مربعات

شتاب 

تابع )3مرتبه

(حداقل مربعات

نیومارک شتاب 

متوسط

نیومارک شتاب 

خطی

اتت-روش ویلسون روش تفاضل 

مرکزی

روش جنینگز روش ابداعی

طا 
 خ

ن
گی

یان
ن م

گی
یان

م
(

تر
م

)

Δt= 0.001میانگین میانگین خطا برای Δt= 0.002میانگین میانگین خطا برای Δt= 0.003میانگین میانگین خطا برای Δt= 0.004میانگین میانگین خطا برای

Δt= 0.005میانگین میانگین خطا برای Δt= 0.006میانگین میانگین خطا برای Δt= 0.007میانگین میانگین خطا برای

R=10.761 R=10.761 R=10.753 R=10.74

5

R=10.85 R=10.76

R=12.20

R=10.744



 ...یعدد گریهای دنسبت به روش 3دقت روش شتاب مرتبه  زانیم یکم یبررس 36

   

 

 1405، یکم، شماره نهسال سی و      نشریه مهندسی عمران فردوسی

 های مختلف عددیمقادیر میانگین کلی روشبررسی 
افزار متلب، به ازای آمده از نرم به دستاز مقادیر میانگین خطای 

Δt  های مختلف، میانگین گرفته شده و برایPGA3 ،2 ،1 های، 

متر بر مجذور ثانیه، نتایج برای طبقات اول و دوم به ترتیب  5و  4

 ( آورده شده است.3( و )1) هایولصعودی در جد

دست آمده، میانگین گرفته  انتها مجدداً از این مقادیر به در 
( 2)بندی رتبه هایشده و نتایج آن به ترتیب صعودی در جدول

قرار داده شده است. ( 4و )
 

 میانگین خطای طبقه اول به ازای هشت روش مورد بررسی به ترتیب صعودی   1 جدول

 های مختلف PGAبرای 

 

طبقه اول مقادیر میانگین میانگین خطای  PGA 

(m/s2) 

روش ویلسون 

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

 3مرتبه شتاب 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 روش جنینگز

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 1 تحلیلی

2/11۹ ×4-10 1/804 ×4-10 1/737 ×4-10 1/403 ×4-10 7/37۹ ×5-10 7/376 ×5-10 7/361 ×5-10 7/32۹ ×5-10 

روش ویلسون 

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

نیومارک روش 

 شتاب متوسط

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 روش جنینگز

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 2 تحلیلی

3/752 ×4-10 3/284 ×4-10 3/133 ×4-10 2/438 ×4-10 1/55۹3 ×4-10 1/558۹ ×4-10 1/5581 ×4-10 1/544 ×4-10 

روش ویلسون 

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

نیومارک روش 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 شتاب متوسط
 روش جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه 

 حداقل مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 3 تحلیلی

5/331 ×4-10 4/678 ×4-10 4/384 ×4-10 3/411 ×4-10 2/435 ×4-10 2/4308 ×4-10 2/427 ×4-10 2/426 ×4-10 

روش ویلسون 

 تتا

تفاضل روش 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 شتاب متوسط
 روش جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه 

 حداقل مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 4 تحلیلی

6/51۹ ×4-10 5/862 ×4-10 5/424 ×4-10 4/374 ×4-10 3/0۹3 ×4-10 3/0۹4 ×4-10 3/0۹0 ×4-10 3/055 ×4-10 

ویلسون روش 

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 شتاب متوسط
 روش جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه 

 حداقل مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 5 تحلیلی

7/85۹ ×4-10 7/224 ×4-10 6/54۹ ×4-10 5/2۹0 ×4-10 3/۹86 ×4-10 3/۹872 ×4-10 3/۹82 ×4-10 3/۹47 ×4-10 

 
 های PGAمختلف برای طبقه اول به ترتیب صعودی، به ازای  هایروشبندی میانگین خطای رتبه  2 جدول

 مختلف به ترتیب صعودی

 

 PGA مقادیر میانگین میانگین میانگین خطای طبقه اول

(m/s2) 

روش ویلسون 

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 متوسطشتاب 

)تابع  3شتاب مرتبه 

 حداقل مربعات(

 روش جنینگز

 

)تابع  2شتاب مرتبه 

 حداقل مربعات(

روش پاسخ 

  تحلیلی

 

1-5  
5/116 ×4-10 4/517 ×4-10 4/245 ×4-10 2/383 ×4-10 2/362 ×4-10 2/361 ×4-10 2/35۹ ×0  4-1 

 ×4-10

341/2  

186/2  ۹52/1  814/1  445/1  00۹/1  00۹/1  008/1  1 

 



 37  فاطمه هاتفی اردکانی -فاطمه انصاری-مسعود محمودآبادی

 

 

مهندسی عمران فردوسینشریه  5140، یکم، شماره نهسال سی و        

 های مختلفPGAمیانگین خطای طبقه دوم به ازای هشت روش مورد بررسی به ترتیب صعودی برای    3 جدول

 

طبقه دوم مقادیر میانگین میانگین خطای  PGA 

(m/s2) 

 روش جنینگز

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

نیومارک روش 

 شتاب خطی

 

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

 1 مرکزی

3/45۹ ×4-10 3/458 ×4-10 3/458 ×4-10 3/456 ×4-10 3/454 ×4-10 3/4535 ×4-10 3/252 ×4-10 1/016 ×4-10 

 روش جنینگز

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

نیومارک وش 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

 

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

 2 مرکزی

6/۹17 ×4-10 6/۹168 ×4-10 6/۹168 ×4-10 6/۹13 ×4-10 6/۹08 ×4-10 6/۹07 ×4-10 6/504 ×4-10 2/032 ×4-10 

 روش جنینگز

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

 

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

 3 مرکزی

1/0375 ×3-10 1/0375 ×3-10 1/037 ×3-10 1/036۹ ×3-10 1/0362 ×3-10 1/05۹ ×3-10 ۹/756 ×4-10 3/048 ×4-10 

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 جنینگزروش 

 

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

 

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

 4 مرکزی

1/3834۹ ×3-10 1/38347 ×3-10 1/3832 ×3-10 1/3826 ×3-10 1/3816 ×3-10 1/3811 ×3-10 1/301 ×3-10 4/063 ×4-10 

 جنینگزروش 

 3شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

 2شتاب مرتبه 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

 

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

 5 مرکزی

1/72۹3 ×3-10 1/72۹2 ×3-10 1/72۹2 ×3-10 1/7282 ×3-10 1/7271 ×3-10 1/7268 ×3-10 1/626 ×3-10 5/080 ×4-10 

 
 های مختلف PGAمختلف برای طبقه دوم به ترتیب صعودی، به ازای  هایروشبندی میانگین خطای رتبه  4 جدول

 

 PGA مقادیر میانگین میانگین میانگین خطای طبقه دوم

(m/s2) 

 روش جنینگز

 3 شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

 2 شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش ویلسون 

 تتا

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش تفاضل 

  مرکزی

 

1-5  
 ×3-10

0376/1  
1/0375 ×3-10 1/0374 ×3-10 1/037 ×3-10 1/0362 ×3-10 1/035۹ ×3-10 ۹/756 ×4-10 3/048 ×4-10 

405/3  404/3  404/3  402/3  400/3  3۹۹/3  201/3  1 

 

 های مختلف مقادیر ضریب تغییرات روشبررسی 

 عددی
 Coefficient of) در نظریه آمار و احتمال، ضریب تغییرات

Variation)  که مخفف آن (CVاست  )،  یک معیار بدون بعد
رود های آماری به کار میگیری توزیع دادهاست که برای اندازه

آید. به عبارت نحراف معیار بر میانگین به دست میکه از تقسیم ا
دیگر ضریب تغییرات، میزان پراکندگی به ازای یک واحد از 

 100ضریب تغییرات را در عدد  معمولاً. کندمیانگین را بیان می
کنند تا عدد نهایی برحسب درصد به دست بیاید. از ضرب می

صفت )متغیر( ضریب تغییرات برای مقایسه پراکندگی دو یا چند 
متغیرهایی است که  مقایسه ،کنند و کاربرد اصلی آناستفاده می

واحدهای سنجش متفاوتی دارند. این شاخص تنها برای سطح 
 سنجش نسبی کاربرد دارد. 

افزار آمده از نرم به دستاز مقادیر ضریب تغییرات خطای  



 ...یعدد گریهای دنسبت به روش 3دقت روش شتاب مرتبه  زانیم یکم یبررس 38

 

 

 1405، یکم، شماره نهسال سی و      نشریه مهندسی عمران فردوسی

برای های مختلف، میانگین گرفته شد و Δtمتلب، به ازای 
PGAنتایج برای طبقات متر بر مجذور ثانیه 5و  4 ،3 ،2 ،1 های ،

( آورده شده 7( و )5)اول و دوم به ترتیب صعودی در جداول 

 است.

آمده، میانگین گرفته  به دستاز این مقادیر  انتها مجدداً در 
( 6)بندی رتبه هایولآن به ترتیب صعودی در جدشده و نتایج 

 .قرار داده شده است( 8و )

 
 )برحسب درصد(  طبقه اول به ازای هشت روش مورد بررسی به ترتیب صعودی،  میزان ضریب تغییرات خطا  5 جدول

 های مختلفPGAبرای 

 

طبقه اول مقادیر میانگین ضریب تغییرات خطای  PGA 

(m/s2) 

 3مرتبهشتاب 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش پاسخ 

 تحلیلی

 2شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

 روش جنینگز
روش تفاضل 

 مرکزی

روش 

نیومارک 

 شتاب خطی

روش ویلسون 

 تتا

روش نیومارک 

 1 شتاب متوسط

2/357  6/350  5/326  ۹/323  02/321  ۹7/307  54/2۹7  3/2۹7  

روش پاسخ 

 تحلیلی

 3شتاب مرتبه

حداقل )تابع 

 مربعات(

 روش جنینگز
روش تفاضل 

 مرکزی

روش 

نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 ویلسون تتا

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

شتاب 

)تابع 2مرتبه

 حداقل مربعات(
2 

48/3۹۹  55/366  17/366  8/2۹1  3/275  4/265  26/253  65/368  

روش پاسخ 

 تحلیلی

 2شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

 روش جنینگز

 3مرتبهشتاب 

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش تفاضل 

 مرکزی

روش 

نیومارک 

 شتاب خطی

روش ویلسون 

 تتا

روش نیومارک 

 3 شتاب متوسط

01/403  24/364  18/363  1/363  04/267  86/25۹  48/253  7/238  

روش پاسخ 

 تحلیلی

 2شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

 روش جنینگز

 3شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

روش تفاضل 

 مرکزی

روش 

نیومارک 

 شتاب خطی

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

 

روش ویلسون 

 4 تتا

3/385  443/354  ۹25/352  857/352  586/248  5۹4/237  ۹35/236  157/222  

روش پاسخ 

 تحلیلی
 روش جنینگز

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش تفاضل 

 مرکزی

روش 

نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 ویلسون تتا

 3 شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(

 2 شتاب مرتبه

)تابع حداقل 

 مربعات(
5 

2/37۹  5/346  7/238  ۹/237  ۹/236  1/22۹  42/346  51/347  

 

 مختلف برای طبقه اول به ترتیب صعودی،  هایروشبندی ضریب تغییرات خطا رتبه  6 جدول

 های مختلفPGAبه ازای 

 

تغییرات خطا طبقه اولمقادیر میانگین میانگین ضریب   PGA 
(m/s2) 

روش پاسخ 

 تحلیلی

)تابع  3 شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2 شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

روش 

 جنینگز

روش تفاضل 

 مرکزی

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 ویلسون تتا

روش نیومارک 

 شتاب متوسط
 

 

1-5  
53/383  23/357  28/352  54/350  2۹/273  54/263  ۹5/254  ۹8/252  

516/1  412/1  3۹2/1  385/1  0802/1  0417/1  0077/1  1 

 

 



 3۹  فاطمه هاتفی اردکانی -فاطمه انصاری-مسعود محمودآبادی

 

 

مهندسی عمران فردوسینشریه  5140، یکم، شماره نهسال سی و        

 های PGAمیزان ضریب تغییرات خطا طبقه دوم به ازای هشت روش مورد بررسی برای   7 جدول

 مختلف به ترتیب صعودی

 

طبقه دوم مقادیر میانگین ضریب تغییرات خطا  PGA 
(m/s2) 

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 1 ویلسون تتا

73/213  07/73  50/65  506/65  50/65  31/65  07/65  06/65  

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 2 ویلسون تتا

76/213  ۹1/72  512/65  51/65  51/65  317/65  077/65  07/65  

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2مرتبهشتاب 

 حداقل مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 3 ویلسون تتا

78/213  ۹2/72  518/65  518/65  504/65  324/65  084/65  078/65  

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  2شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  3شتاب مرتبه

مربعات(حداقل   

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 4 ویلسون تتا

781/213  ۹3/72  52۹/65  52۹1/65  5257/65  325/65  0۹5/65  088/65  

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 5 ویلسون تتا

81/213  ۹46/72  543/65  54/65  54/65  34۹/65  111/65  104/65  

 

 های مختلفPGAبرای طبقه دوم به ترتیب صعودی، به ازای  مختلف هایروش بندی ضریب تغییرات خطارتبه  8 جدول
 

طبقه دوممقادیر میانگین میانگین ضریب تغییرات خطا   PGA 
(m/s) 

روش تفاضل 

 مرکزی

روش پاسخ 

 تحلیلی

روش 

 جنینگز

)تابع  3شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

)تابع  2شتاب مرتبه

 حداقل مربعات(

روش نیومارک 

 شتاب متوسط

روش نیومارک 

 شتاب خطی

روش 

 ویلسون تتا
1-5  

77/213  ۹56/72  522/65  520/65  517/65  328/65  088/65  081/65  

285/3  121/1  0068/1  0067/1  0066/1  0038/1  00011/1  1 

 
 شیروابط مربوط به روند افزا (10) جدولو  (۹) جدولدر  

برای طبقه اول و  یمختلف بر حسب گام زمان هایروش یخطا
و  3های درجه ایاست. این روابط چندجمله دوم آورده شده

R-) ضریب تعیینها، ایتند که چندجملهروابط توانی هس

squared correlation)  (R2  )و روابط توانی، ضریب  تربزرگ
R2  ی دارند. این مقادیر، همبستگی بسیار مناسبی با ترکوچک

شان دارند؛ به طوری که برابر یک یا بسیار نزدیک مقادیر واقعی

 به عدد یک هستند.
 که استی آماراریمع کی ،تشخیص ضریب تعیین یا ضریب 
توسط مدل به کل  شده داده حیتوض راتییتغ نسبت دهندهنشان

 بیضر گر،یها است. به عبارت دشده در داده مشاهده راتییتغ

وابسته توسط  ریمتغ انسیکه چه مقدار از وار دهدینشان م نییتع
 نیب R2داده شده است. مقدار  حیمستقل در مدل توض یرهایمتغ

باشد، مدل  ترکینزد 1مقدار به  نیچه ا است. هر ریمتغ 1 تا صفر

فرمول این  ها دارد.داده راتییتغ حیدر توض یبهتر ییتوانا
 :شاخص به صورت زیر است

 

(24)  R2 =
∑(Ŷt−Y̅)2

∑(Yt−Y̅)2  

 

Ŷt)∑ که در آن  − Y̅)2 ،تغییرات توضیح داده شده در  Y  

Yt)∑و − Y̅)2  برابر با کل تغییرات در Y.است
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x)مختلف بر حسب گام زمانی برای طبقه اول  هایروشروابط مربوط به روند افزایش خطای   ۹ جدول ≡ ∆t) 
 

 R2 فرمول روند افزایش خطا نام روش ردیف

1 
 یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن

 حداقل مربعات(
𝑦 =  −7 × 10−7𝑥3  +  6 × 10−6𝑥2  +  7 × 10−5𝑥 −  8 × 10−5 

1-10×۹82/۹ 

𝑦 =  2 × 10−6𝑥3.1208 
1-10×0۹6/8 

2 
حداقل )تابع  سومشتاب مرتبه  روش

 (مربعات
𝑦 =  −9 × 10−7𝑥3  +  8 × 10−6𝑥2  +  6 × 10−5𝑥 −  7 × 10−5 

1-10×۹8۹/۹ 

𝑦 =  2 × 10−6𝑥3.1318 
1-10×126/8 

 نیومارک شتاب متوسط روش 3
𝑦 =  −7 × 10−6𝑥3  +  7 × 10−5𝑥2 −  8 × 10−5𝑥 +  2 × 10−5 

1-10×852/۹ 

𝑦 =  1 × 10−5𝑒0.6471𝑥  
1-10×۹23/5 

 نیومارک شتاب خطیشتاب  روش 4
𝑦 =  −3 × 10−6𝑥3 +  1 × 10−5𝑥2  +  0.0002𝑥 −  0.0002 

1-10×747/۹ 

𝑦 =  3 × 10−5𝑥1.9028 
1-10×431/7 

 ویلسون روش 5
𝑦 =  8 × 10−7𝑥3  −  2 × 10−5𝑥2  +  0.0003𝑥 −  0.0003 

1-10×823/۹ 

𝑦 =  3 × 10−5𝑥1.9732 
1-10×7۹4/8 

 تفاضل مرکزی روش 6
𝑦 =  −6 × 10−6𝑥3 +  6 × 10−5𝑥2  +  3 × 10−5𝑥 −  9 × 10−5 

1-10×878/۹ 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.27 
1-10×544/7 

 جنینگز روش 7
𝑦 =  −9 × 10−7𝑥3  +  8 × 10−6𝑥2  +  6 × 10−5𝑥 −  7 × 10−5 

1-10×۹8۹/۹ 

𝑦 =  2 × 10−6𝑥3.1315 
1-10×121/8 

 روش پاسخ تحلیلی 8
𝑦 =  4 × 10−7𝑥3 −  1 × 10−5𝑥2  +  0.0001𝑥 −  0.0002 00/1 

𝑦 =  3 × 10−5𝑥1.4976 
1-10×712/۹ 

 
𝑥)مختلف بر حسب گام زمانی برای طبقه دوم   هایروشروابط مربوط به روند افزایش خطای   10 جدول ≡ ∆t) 

 

 R2 فرمول روند افزایش خطا نام روش ردیف

 حداقل مربعات( یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن 1
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  −  3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×743/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.5496 
1-10×13۹/7 

 (حداقل مربعات)تابع  سومشتاب مرتبه  روش 2
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  − 3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×743/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.5496 
1-10×13۹/7 

 نیومارک شتاب متوسط روش 3
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  −  3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×743/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑒0.7134𝑥  
1-10×125/7 

 نیومارک شتاب خطیشتاب  روش 4
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  − 3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×742/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.5473 
1-10×138/7 

 ویلسون روش 5
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  − 3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×743/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.5482 
1-10×138/7 

 تفاضل مرکزی روش 6
𝑦 =  9 × 10−6𝑥3  −  9 × 10−5𝑥2  +  0.0003𝑥 −  0.0002 

1-10×736/7 

𝑦 =  3 × 10−5𝑥1.3082 
1-10×۹13/6 

 جنینگز روش 7
𝑦 =  3 × 10−5𝑥3  −  3 × 10−4𝑥2  +  0.0013𝑥 −  0.0011 

1-10×743/7 

𝑦 =  2 × 10−5𝑥2.5496 
1-10×13۹/7 

 روش پاسخ تحلیلی 8
𝑦 =  7 × 10−5𝑥3  −  8 × 10−4𝑥2  +  0.0036𝑥 −  0.0042 

1-10×265/8 

𝑦 =  7 × 10−5𝑥1.6724 
1-10×141/7 
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مهندسی عمران فردوسینشریه  5140، یکم، شماره نهسال سی و        

 گیرینتیجه
، غیر خطیشونده نرم دو درجه آزاد  ستمیس جایی یکپاسخ جابه

های مختلف و های سینوسی با فرکانستحت طیفی از بارگذاری

متفاوت مورد بررسی گرفت و مقادیر میانگین  یهاPGA یبه ازا
بندی خطا و ضریب تغییرات خطا برای طبقه اول و دوم و رتبه

 آورده شده است. 10در بخش  هاآن

از  Δtها نشان داد که در طبقه اول با تغییرات نتایج بررسی 
ثانیه در اکثر موارد حداقل مقدار میانگین خطا  007/0تا  001/0

پاسخ تحلیلی و نیومارک شتاب متوسط و حداکثر مربوط به روش 

مقدار میانگین خطا در اکثر موارد مربوط به روش تفاضل مرکزی 
 باشد. و ویلسون می

ثانیه در اکثر  007/0تا  001/0از  Δtدر طبقه دوم با تغییرات  

موارد حداقل مقدار میانگین خطا مربوط به روش تفاضل مرکزی 
طا در اکثر موارد مربوط به روش و حداکثر مقدار میانگین خ

 باشد. جنینگز می
از  Δtدر مورد ضریب تغییرات، در طبقه اول با تغییرات  
ثانیه در اکثر موارد حداکثر مقدار ضریب  007/0تا  001/0

و ویلسون و  2شتاب مرتبه  هایروشتغییرات خطا مربوط به 

روش  حداقل مقدار ضریب تغییرات خطا در اکثر موارد مربوط به
 . استنیومارک شتاب خطی و روش نیومارک شتاب متوسط 

ثانیه در اکثر  007/0تا  001/0از  Δtدر طبقه دوم با تغییرات  

موارد حداکثر مقدار ضریب تغییرات خطا مربوط به روش تفاضل 
مرکزی و حداقل مقدار ضریب تغییرات خطا در اکثر موارد مربوط 

، میانگین و ضریب . در هر دو طبقهاستبه روش ویلسون 

 3و روش شتاب مرتبه  2تغییرات خطا در روش شتاب مرتبه 
 تفاوت جزئی داشتند.  اًعموم
در مجموع در طبقه اول روش پاسخ تحلیلی، کمترین  

میانگین خطا و روش ویلسون بیشترین میانگین خطا را داشت و 
های دوم و در رتبه 3و شتاب مرتبه  2شتاب مرتبه  هایروش

 قرار داشتند.چهارم 

در طبقه دوم، روش تفاضل مرکزی، کمترین میانگین خطا و  
شتاب  هایروشروش جنینگز بیشترین میانگین خطا را داشت و 

های ششم و هفتم قرار به ترتیب در رتبه 3و شتاب مرتبه  2مرتبه 

 داشتند.
از لحاظ ضریب تغییرات، در طبقه اول بیشترین مقدار  

ه روش پاسخ تحلیلی و کمترین مقدار ضریب تغییرات مربوط ب

 هایروشو است آن مربوط به روش نیومارک شتاب متوسط 
های ششم و به ترتیب در رتبه 3و شتاب مرتبه  2شتاب مرتبه 

 هفتم قرار داشتند.

در طبقه دوم بیشترین مقدار ضریب تغییرات مربوط به روش  
 استن تفاضل مرکزی و کمترین مقدار آن مربوط به روش ویلسو

های به ترتیب در رتبه 3و شتاب مرتبه  2شتاب مرتبه  هایروشو 

 چهارم و پنجم قرار داشتند.
 

 تپیشنهادا
 شوند:پیشنهاد می این تحقیقات، مسیر ادامه موارد زیر برای

هایی ها: بررسی اثر تغییر پارامتربررسی اثرات مختلف پارامتر .1
 مانند نوع المان یا ضریب میرایی. 

پایدار  هاآندر  3مطالعه درباره شرایطی که روش شتاب مرتبه  .2
 است یا ممکن است ناپایدار شود.

مقایسه شده را برای  هایروشتوان های خاص: میکاربرد. 3

های غیر خطی مورد بررسی قرار های خاصی از سیستمکاربرد
-ها یا سیستممانند پل ایهینامیکی سازداد برای مثال سیستم د

 .ها یا قطعات متحرک پیچیدههای مکانیکی مانند ربات

 های با اصطکاک و میرایی.استفاده از سیستم .4
 .ABAQUSافزار سازی با استفاده از نرمشبیه .5
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