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 عددیهای با دیگر روش 3مقایسه کمی میزان دقت روش شتاب مرتبه 

 

 چکیده

ای درجه سوم به صورت یک چندجمله، Δtاین است که تغییرات شتاب در بازه زمانی  3شتاب مرتبه فرض اساسی روش  

های عددی، یک سیستم یک درجه آزاد خطی در نظر گرفته مقایسه کمی میزان خطای این روش با دیگر روشباشد. برای می

های عددی شتاب شد. سپس، به این سیستم بارگذاری هارمونیک سینوسی با فرکانس مشخص اعمال گردید. با استفاده از روش

های ا استفاده از معیار جذر میانگین مربعات، خطاهای روشهای عددی دیگر و بمرتبه دوم و نیز روش شتاب مرتبه سوم و روش

خطا  راتییروند تغ یبرا 3درجه  ییهایاچندجمله ،نیهمچنمختلف به صورت کمی محاسبه شده و با یکدیگر مقایسه شدند. 

 آن داشت. یواقع ریبا مقاد یمناسب اریبس یبدست آمد که همبستگ ییرایو م یبر حسب گام زمان

، خطای جذر میانگین گیری مستقیم زمانیدار، انتگرالانتگرال باقیمانده وزن ،تابع وزنی ،3روش شتاب مرتبه  :کلیدیواژگان 

 برازش منحنی، تمربعا

Quantitative comparison of the accuracy of the 3rd order acceleration method with 

other numerical methodsAbstract 

The basic assumption of the 3rd order acceleration method is that the acceleration changes 

in the time interval Δt is in the form of a third degree polynomial. To quantitatively compare 

the error rate of this method with other numerical methods, a linear one-degree-of-freedom 

system was considered. Then, sinusoidal harmonic loading with a specific frequency was 

applied to this system. Using numerical methods of second-order acceleration and third-order 

acceleration and other numerical methods and using the root mean square criterion, the errors 

of different methods were quantitatively calculated and compared with each other. Also, 3rd 

degree polynomials were obtained for the trends of error changes in terms of time step and 

damping, which had a very good correlation with its real values.. 

Key words: 3rd order acceleration method, weighted function, weighted residual integral, direct 

time integration, root mean square error, curve fitting 

 

 

 



 

 

 مقدمه  -1

حاکم بر  لیفرانسیکه معادله د شودیدر نظر گرفته م یرخطیو غ یها به دو صورت خطسازه یکینامیرفتار د ،یحالت کل در

 یروش جمع آثار مد یبه دو دسته کل ،حل آن یهاروش کهیمرتبه دوم خواهد بود بطور لیفرانسیمعادله د کی ،هاستمیس نیا

 شود. یم یبنددسته یزمان میمستق یریگو روش انتگرال

 n[ به t0,ابتدا بازه ] ،یزمان میگیری مستقموردنظر باشد، طبق روش انتگرال tاگر پاسخ سازه در لحظه  ،یخط یهاستمیدر س

   هابازه ریز نیاز ا کیدر هر  .رندیگیدر نظر م یرا با هم مساو (t∆)ها بازه ریز نیشده که معمولا  طول ا میبازه تقس ریز

(∆t =
t

n
 طیپاسخ به عنوان شرا نیو سپس از ا شودیهر گام محاسبه م یو پاسخ در انتها بودهثابت  یسازه مانند سخت خواص (

 شود. یاستفاده م یبعد امگ یبرا هیاول

 

به علت دقت  یو تفاضل مرکز ومارکین یشتاب خط یروش ها دار،یمشروط پا یزمان یریگانتگرال یروش ها نیاز ب

. کندیم رییتغ یحداکثر بصورت خط ،شتاب راتییمرتبه تغ کیدو روش کلاس نیکه در ا رندیگیمورد استفاده قرار م شتریخوب، ب

 تابع چهار مرتبه  یاچند جمله جهیفرض شده که در نت یبصورت سهمو یشتاب در هر گام زمان راتییمرتبه تغ، [1]مرجع در 

مرتبه این مقاله به عنوان مرجع اصلی در نظر گرفته شد با این تفاوت که  مجهول خواهد بود. بیضر پنج یدارا ،ییجابجا

ای در این حالت که شتاب به صورت چندجملهدر نظر گرفته شد. در نتیجه،  3درجه بصورت  یشتاب در هر گام زمان راتییتغ

مرتبه شتاب، تعداد  شیفزابا ا نکهیبه اتوجه با شش ضریب بود. با  5تابع جابجایی، یک تابع درجه  ؛مرتبه سوم در نظر گرفته شد

که در  رودیانتظار م نیبنابرا ؛شودیموجود در نظر گرفته م کیکلاس ینسبت به روش ها لوریت یدر بسط سر یشتریجملات ب

 برای محاسبهروش  نیبالاتر باشد. در ادیگر  کیکلاس ی، دقت آن نسبت به روش ها3درجه با مرتبه شتاب  یشنهادیروش پ

 .شدحداقل مربعات استفاده  و نیواحد، پترو گالرک ؛یتابع وزن سهدار از وزن ماندهیانتگرال باق

به  یشتاب در هر گام زمان راتییروش، تغ نیاست. در ا دهیارائه گرد یروش شتاب سهمو ونی[ فرمولاس1مرجع ] در

در نظر گرفته شد که  3به صورت درجه  یشتاب در هر گام زمان راتییتغ مقاله نای در. استدر نظر گرفته شده 2صورت درجه 

اولین بار است  ایبر 3نویسندگان این مقاله بر این باورند که بسط روش شتاب مرتبه . باشدیم مقاله نیا یموضوع نوآور نیا

تحت  یخط ریبا رفتار غ یساختمان برش کی قی[ پاسخ دق1لازم به ذکر است در مرجع ]شود. که لااقل در ایران انجام می

 دهیمحاسبه گرد یو روش شتاب سهمو ومارکیآن با روش ن یبیاست و سپس پاسخ تقر دهیمحاسبه گرد ینوسیس یبارگذار

که بنظر  ی. نقصاستدهش سهیآنها مقا قیپاسخ طبقات اول و دوم با پاسخ دق ،یزمان خچهیتار هایاست و به صورت نمودار

 یو نمودار یفیمتناظرشان به صورت ک قیدق هایبا پاسخ یبیتقر هایاست که پاسخ نیدارد، اوجود  [1در مرجع ] رسدیم

محاسبه فرکانس بارگذاری  300برای (  ی)عدد یکم به صورت ،عددی مختلف روش 12 هایخطا مقاله، نای در. اندشده سهیمقا

 هایروش هایخطا ،مربعات نیانگی( جذر متیبا استفاده از پارامتر )کم گر،دی عبارت به. اندشده سهیمقا گریکدیشده و با 

که منجر به حجم زیادی داده  اندشده سهیمقاگام زمانی  درصد و ده  20و  10، 5، 2، 1های به ازای میرایی گریکدیمختلف با 

های مختلف با یکدیگر مقایسه شده و های مختلف با یکدیگر، میانگین خطاهای فرکانسبرای مقایسه روش. گردیده است
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 زانیبه روش شتاب مرتبه سوم بسط داده شده و م ،روش شتاب سهموی ،نای بر علاوهگیری های لازم انجام شده است. نتیجه

 .استلازم انجام شده هاییرگیجهیو نت سهیمقا ،(یبا روش شتاب مرتبه دوم )سهمو ،روش نیا یخطا

سازه   یخطغیر یکینامیمسائل دحل  یبرا یاستفاده از چند تابع وزندار با روش باقیمانده وزن، یک [1] غلامپور و همکاران

جابجایی   یاچندجمله جهیدر نتنمودند. فرض  یهموس ورت ص ب یدر هر گام زمانرا شتاب   راتییمرتبه تغآنها  .نمودندها ارائه 

ضریب مجهول این چندجم  4مربوطه از درجه  ضریب       لهبود و لازم بود که پنج  سبه این پنج  سبه گردد. آنها برای محا ای محا

معادله را از ارضای معادلات جابجایی، سرعت و شتاب در ابتدای     5مجهول از پنج معادله استفاده کردند. آنها سه معادله از این   

  ن،یواحد، پترو گالرک ؛ یوزنچهار تابع دو معادله دیگر را با محاستتتبه انتگرال باقیمانده وزندار و با   و هر گام بدستتتت آوردند

شتند که از روش شتاب سهموی پاسخ های بهتر و دقیق تری       شن یحداقل مربعات و کالوک حاصل   بدست آوردند. آنها اذعان دا

 گردد.می

است. او اذعان داشت نیومارک پرداخت که بر اساس نتایج ارزیابی تحلیلی انجام شده صریحبه بررسی روش  ،[2] 1چانگ

تواند بر پایه نتایج ارزیابی تحلیلی انتخاب شود؛ اگر گام به گام یک سیستم الاستیک خطی، یک گام زمانی مناسب میدر حل 

او در این مطالعه  گیری دقیق یک سیستم غیر خطی وجود ندارد.چه هیچ راهی برای انتخاب یک گام زمانی مناسب برای انتگرال

های عددی روش صریح نیومارک رابه صورت تحلیلی موردارزیابی قرار داد. او گیای، ویژخطی لحظهدرجه غیر بعد از معرفی

اغلب در مقاومت سخت شدگی  که این مقدار، ،است 2بیان کرد که حد پایداری بالایی برای یک سیستم الاستیک خطی برابر با 

 کند.کند و در مقاومت نرم شدگی لحظه ای، افزایش پیدا میلحظه ای،کاهش پیدا می

آنها به صورت  .، روش جنینگز را با استفاده از تابع درونیابی اسپلاین درجه سه ارتقاء دادند[4]محمودآبادی و همکاران 

ای مزیت ها و معایب روش جنینگز که مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک بود را نسبت به روش مقایسه

  .درونیابی اسپلاین ارزیابی نمودند

ثابت با شتاب  یریبا شکل پذ کیپلاست الاستو یهاستمیشبه شتاب س یخطریپاسخ غ یهافیط، [5] حسینیمحمودآبادی و 

 گریکدیبا  ،به دست آمده بود یمکعب نیبا استفاده از تابع اسپلا زیو ن کیتحر یخط یابینگاشت السنترو که با روش درون 

 محاسبه شدند.  ۸و  4، 2، 5/1، 1 یها یریشکل پذ یبرا یخط ریپاسخ غ یهافی. طکردند سهیمقا

به مقاله  7و  6، 5، 4, 3 یدر بخش ها نیشرح داده شده است. همچن لیبه تفص 3، روش شتاب مرتبه 2در بخش در ادامه 

 یروش تفاضل مرکز لسون،ی(، روش وی)روش شتاب متوسط و شتاب خط ومارک،ی، روش ن 2شتاب مرتبه  یروش ها بیترت

از  یفیتحت ط یدرجه آزاد خط کی ستمیس کی، ۸بخش  درشرح داده شده است.  افتهیارتقاء  نگزیو جن نگزیو روش جن

مختلف با  یروش ها یاست و خطا دهیگرد لیفوق الذکر، تحل یبه روش هاهای مختلف با فرکانس ینوسیس یها یبارگذار

 آمده است. یبعد یکارها یبرا شنهاداتیو پ یریگ جهی، نت9و در بخش انیپا درشده اند.  سهیمقا گریگدی

                                                           
1 Chang 



 

 

  3شتاب مرتبه روش  -2

 :شودیم فیتعر ریبصورت رابطه ز یبا رفتار خط یک درجه آزادسازه  کی یحرکت برا لیفرانسید معادله

(1)Mÿ  +  Cẏ +  Ky =  P(t)                                                                                                                                                           

 بیبه ترت ÿ و y،ẏ وارده به سازه و  یروین P(t) است. سازهو سختی  ییرایم ،جرم بیبه ترت Kو  M، Cرابطه  نیدر ا که

مرتبه  یاچند جمله کیبصورت  یشتاب در هر گام زمان راتییتغ ،3شتاب مرتبه روش . در استسرعت و شتاب  ،ییجابجا

خواهد  پنجکامل مرتبه  یاتابع چند جمله کیبصورت  یمکان در هر گام زمان رییتغ معادله ،جهیدر نت .شودگرفته میدر نظر  سوم

 :گرددیم بیان ریصورت رابطه زه تابع ب نیبود که ا

(2) y(t) = at5 + bt4 + ct3 + dt2 + et + f                                                                                                                        

 .شوند هسبامح یدر هر گام زمانکه باید  هستندثابت مجهول  بیضر شش  fتا aرابطه  نیدر ا که

 :ندیآیبدست م ریتوابع سرعت و شتاب بصورت روابط زنسبت به زمان، ( 2از رابطه ) یریمشتق گ با

(3)                                                                                                ẏ(t) = 5at4 + 4bt3 + 3ct2 + 2dt + e 

(4) ÿ( t) = 20at3 + 12bt2 + 6ct + 2d                                                                                                                                        

روابط  یسه معادله از ارضا .میدار ازیمعادله ن ششبه  ،یثابت مجهول در هر گام زمان بیضر شش نیمحاسبه ا یبرا

 :باشدبه صورت رابطه زیر می که دیآیبدست م یگام زمانره یو سرعت و شتاب در ابتدا ییجاهجاب

(5) y(t = 0) = f = y
o
                                                                                                                                                      

(6) ẏ(t = 0) = e =  y
o
̇                                                                                                                                                      

(7) ÿ(t = 0) = 2d =  ÿ
o
                                                                                                                                                  

 :میدار یگام زمان یمعادله حرکت در ابتدا یبا ارضا یطرف از

(۸)M ÿo + C yȯ + K yo =  Po                                                                                                                                                          

 :می( دار۸در رابطه ) (7( و )6و ) (5)روابط  یگذاریبا جا نیبنابرا

(9     )                                                                              d =
 Po−C.e−K.f 

2M
  M(2d) + C(e) + K(f) =  Po → 

 .دیآیبدست م یگام زمان یمعادله حرکت در انتها ی( از ارضا۸طبق معادله ) ،چهارم معادله
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(10)M.  ÿ∆t + C.  ẏ∆𝑡 + K.  y∆t =  P∆t                                                                                                                                            

                                                                                                      

M. (20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d) + C. (5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e)  

(11)+K(a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t + f) =  P∆t                                                                                              

بودن معادله تعادل حرکت در بازه  یبیتقر لیبه دل ،گرید کیکلاس یهامانند روش یروش عدد نیدر ا میدان یکه م همانطور

[,t0بطور کامل ارضا نم ][1] کهیکرد، بطور فیتعر توانیم ماندهیتابع باق کی جهیدر نت؛ شودی: 

(12)remainder =  P −  M ÿ  −  C ẏ  − Ky                                                                                                                                 

 :که میکنیاستفاده م یوزن ماندهیاز انتگرال باق ماندهیتابع باق نیا یحداقل ساز یبرا که

(13)∫ Wi × (remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                 

در نظر به صورت زیر را در ادامه  یتوابع وزن cو  a، bمجهول  بیضرا افتنی یبرا .باشدیم یتابع وزن Wiه، رابط نیدر ا که

محاسبه  ریبا استفاده از روابط ز یهر گام زمان یپاسخ در انتها ،یدر هر گام زمان مجهول ثابت شش نیا محاسبهحال با  .گیریممی

 :شودیم

(14) y(t) = a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t + f                                                                                              

(15) ẏ(t) = 5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e                                                                                                                     

(16) ÿ(t) = 20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d                                                                                                                              

    استفاده  یگام بعد یمجددا  برا ،در نظر گرفته شده و روابط فوق یبعد یگام زمان یبرا هیاول طیپاسخ به عنوان شرا نیا

بسط  نیپتروگالرک ،بسط داده شده واحدنی  بع وزوات نی. حال ادیمورد نظر بدست آ لحظهدر انتها پاسخ در کهیبطور ؛شودیم

 :شوندیم فیتعر ریحداقل مربعات بصورت زو داده شده 

 بسط داده شده  تابع وزنی واحد .۱.2

 :شودزیر تبدیل میبه صورت رابطه ( 31رابطه ) t2W=و  1W=1 توابع وزنی در این حالت با استفاده از

(17)∫ (remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                            

(1۸)∫ t(remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                          

 .شوندمی محاسبه cو  b و a مجهولات (1۸)و ( 17و )( 11حال با در نظر گرفتن همزمان معادلات )



 

 

 

 بسط داده شدهتابع وزنی پترو گالرکین .2.2

  :شودتابع وزنی بصورت زیر تعریف می سهدر این روش 

(19)                                                         W1 = t  و  W2 = t2 و W3 = t3  

  :شودبه روابط زیر تبدیل می( 13رابطه ) ،بنابراین با توجه به این دو تابع وزنی

(20) ∫ t (remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                        

(21)∫ t2(remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                       

(22)∫ t3(remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                       

 .آیندبدست می (22و ) (21و )( 20با حل همزمان معادلات ) c و  bو a در نتیجه مجهولات

 

  تابع وزنی حداقل مربعات. 3.2

 :شودمربع تابع باقیمانده بصورت رابطه زیر بیان می

(23)(remainder)2 = ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + ky(t) − P(t)]2Δt

0
dt                                                                                               

 :گیریممیمعادله زیر را در نظر سه ، برای حداقل سازی این تابع باقیمانده

(24)∂(remainder)2

∂a
= 0                                                                                                                                                                       

(25)∂(remainder)2

∂b
= 0                                                                                                                                                                       

(26)∂(remainder)2

∂c
= 0                                                                                                                                                                       

 :، داریم(26)و (25)و ( 24در معادلات )( 22) ( و21(، )20ت )بنابراین با بکارگیری معادلا

(27)                                                  ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(m

∂ÿ(t)

∂a
+ C

∂ẏ(t)

∂a
+ K

∂y(t)

∂a
) dt = 0 

(2۸)                                                  ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(m

∂ÿ(t)

∂b
+ C

∂ẏ(t)

∂b
+ K

∂y(t)

∂b
) dt = 0 

(29)                             ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(m

∂ÿ(t)

∂c
+ C

∂ẏ(t)

∂c
+ K

∂y(t)

∂c
) dt = 0 

  د.شونمی محاسبه c و  bو a مجهولات (،29و) (2۸و )( 27حال با حل همزمان معادلات )

 



 

7 

  2روش شتاب مرتبه  -3

یک چند جمله در نتیجه تابع تغییر مکان  شود.گام زمانی به صورت سهموی در نظر گرفته میدر این روش شتاب در هر 

 .به طور کامل توضیح داده شده است [1]در مرجع  2روش شتاب مرتبه  .ای درجه چهار بر حسب زمان است

 شتاب متوسط و شتاب خطی(روش ) روش نیومارک-4

در  .[5]دو روش معروف، موسوم به روش شتاب متوسط و روش شتاب خطی ارائه نموده است 1959نیومارک در سال 

شود، اما در روش شتاب خطی، تغییرات شتاب در هر گام روش شتاب متوسط، تغییرات شتاب در هر گام زمانی ثابت فرض می

، هر چقدر بزرگ باشد، از نظر عددی پایدار است، اما روش  Δtشود. روش شتاب متوسط، برای هر مقدارزمانی خطی فرض می

551Tn/0 Δt شتاب خطی برای  آمده است. [5]روابط و فرمولاسیون این روش در مرجع باشد. پایدار می ≥

 

 روش ویلسون -5

به  θویلسون روش شتاب خطی که به صورت مشروط پایدار بود را اصلاح نمود و آنرا با اضافه کردن پارامتری به نام 

θ 1صورت پایدار غیر مشروط درآورد. اگر θ 37/1گردد. اگربه روش شتاب خطی تبدیل می، باشد، روش ویلسون = باشد،  ≤

θ  42/1ر مقدا [5]روش ویلسون پایدار غیر مشروط است. به استناد مرجع   θاز مقدار بهینه  مقاله در این دقت بهینه دارد. =

 است.استفاده شده

 

 روش تفاضل مرکزی -6

های جایی)یعنی سرعت و شتاب( است. این روش از روشاین روش مبتنی بر تقریب تفاضل محدود از مشتقات زمانی جابه

t∆یعنی اگر باشد و پایدار مشروط است.صریح می <
Tn

π
 جزئیات این روش در مرجع .باشد، از نظر عددی روش پایدار است 

 آمده است. [5]

 و روش جنینگز ارتقاء یافته روش جنینگز -7

شود، جنینگز یاد میکه بعضا  در مراجع فنی فارسی از آن به روش  روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک

در . شودها در برابر زلزله در محدوده رفتار خطی از آن استفاده میروش متعارف و معمولی است که برای محاسبه پاسخ سازه

هایی به یکدیگر متصل خطروش درونیابی خطی تحریک، همانطوریکه از اسم آن مشخص است، نقاط شتابنگاشت با پاره

باشد و فقط مقادیر تابع در محل اتصال آنها ها، شیب آنها لزوما  با یکدیگر برابر نمیاتصال پاره خط شوند؛ در نتیجه در محلمی

های درونیابی است؛ در نتیجه، اگر ترین روشیکی از ساده ،با یکدیگر برابر است. با توجه به اینکه درونیابی خطی تحریک

اوب طبیعی سازه کوچک باشد، درونیابی خطی قابل قبول بوده و دارای های زمانی بین نقاط شتابنگاشت نسبت به دوره تنبازه



 

 

t∆است که به ازای  ، ذکر گردیده[5]باشد. در مرجع دقت کافی می =
Tn

10
دوره  Tnنتایج نسبتا  دقیقی به دست خواهد آمد.  

ط دقیق و فرض تغییرات خطی تناوب طبیعی ارتعاش سیستم یک درجه آزاد است. لازم به ذکر است روش جنینگز مبتنی بر رواب

های یک و چند درجه آزاد دینامیکی خطی، قابل استفاده است. در این روش، تنها فرضی که برای تحریک است و برای سیستم

باشد؛ به عبارت می t∆شود، فرض خطی بودن تحریک در فاصله ها استفاده میحل معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت این سیستم

ماند و باشد، بدون هیچگونه تغییری باقی می( می30معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت که به صورت معادله ) دیگر، سمت چپ

شود. تنها تقریب استفاده شده به تنها فرض استفاده شده در این روش این است که سمت راست معادله حرکت تقریب زده می

شود که در واقعیت مطمئنا  به این صورت در نظر گرفته می t∆ازه این صورت است که تغییرات شتاب پایه به صورت خطی در ب

 [.5نیست ]

 :میراگر عبارت است از -فنر -معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیستم یک درجه آزادی جرم

(30)mü + cu̇ + ku = p(t)                                                                                                                       

 ،p(t) که بجای نیرویباشند. در حالتیمی mبه ترتیب مقادیر جابجایی، سرعت و شتاب جرم   üو  u  ،u̇ که در این معادله

است که معادله [ ثابت شده5زمین قرار گرفته باشد، در مرجع ] ug(t)حت اثر حرکت افقی سیستم یک درجه آزاد مورد بحث، ت

 :آید( به شکل زیر در می30)

(31)mü + cu̇ + ku = −müg(t)                                                                                            

گاه( نسبت به زمین )تکیه mبه ترتیب مقادیر جابجایی نسبی، سرعت نسبی و شتاب نسبی جرم   üو  u  ،u̇(، 31) در معادله

شود معمولا  گیری میهای شتابنگار اندازهنیز شتاب حرکت زمین است. شتاب حرکت زمین که بوسیله دستگاه üg(t) باشند ومی

یکدیگر قرار دارند. به عنوان مثال، فواصل زمانی بین از  t∆ باشند که به فواصل زمانی مشخصبه صورت یک مجموعه اعداد می

 باشد. ثانیه می 02/0سنترو، ناغان و طبس برابر با های النقاط شتابنگاشت

باشد. این روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض ( می31( یا )30روش جنینگز، روشی عددی برای حل معادله دیفرانسیل )

 ( مشخص شده است.1در شکل ) که است p(t)تغییرات خطی تابع تحریک 

 

 [5] نمادهای مورد استفاده در درونیابی خطی تحریک - ۱شکل

ip 
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tiدر بازه زمانی  p(τ)تابع تحریک  ≤ t ≤ ti+1   توان به صورت یک تابع خطی بر حسبرا می τ به شکل زیر بیان کرد: 

(32)p(τ) = pi +
Δpi

Δti
τ                                                                                                                     

𝛥𝑝𝑖 که در آن  = 𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖باشد و متغیر می𝜏 از صفر تا  𝛥𝑡𝑖 کند. پاسختغییر می 𝑢(𝜏) سیستم یک درجه آزاد مورد بحث

0 در بازه زمانی   ≤ 𝜏 ≤ 𝛥𝑡𝑖( ارتعاش آزاد تحت جابجایی اولیه 1) :حاصل جمع سه قسمت است 𝑢𝑖  و سرعت اولیه�̇�𝑖  در

𝜏 = 𝛥𝑝𝑖دار ( پاسخ به نیروی شیب3با شرایط اولیه صفر و ) 𝑝𝑖ای ( پاسخ به نیروی پله2، )0

𝛥𝑡𝑖
𝜏  با شرایط اولیه صفر. با جمع

𝜏آید. با جایگذاری بدست می𝑢(𝜏) الذکر، پاسخ های سه قسمت فوقپاسخ = 𝛥𝑡𝑖  در 𝑢(𝜏) و�̇�(𝜏)، جابجایی 𝑢𝑖+1 و سرعت

u̇i+1 که به ترتیب جابجایی و سرعت جرم  m در زمان𝑡𝑖+1 توضیح داده  [5مرجع ]آید. جزئیات کار در هستند، بدست می

 :استارائه شده  u̇i+1 و ui+1است و در نهایت در این مرجع، معادلات بازگشتی زیر برای محاسبه شده

(33              )                            ui+1 = Aui + Bu̇i + Cpi + Dpi+1                                     

(34)u̇i+1 = A′ui + B′u̇i + C′pi + D′pi+1                                                                                

اند. این [ آورده شده5( وجود دارند، در مرجع ]34( و )33که در سمت راست روابط ) ’A,B,C,…,D مقادیر هشت ضریب

t∆به بازه زمانی ه، سیستم یک درجه آزاد دارند. همچنین، آنها وابستζو  ωn ،k ضرایب بستگی به پارامترهای ≡ ∆ti  .نیز هستند 

ωn هلازم به ذکر است ک = √
k

m
، ζ =

c

2mωn
ωD و  = ωn√1 − ζ2  باشد. همچنین، در حالتی که گام زمانی می∆t ≡

∆ti  ثابت باشد، کافی است که هشت ضریبA,B,C,…,D’ .فقط یکبار محاسبه شوند 

یک تابع تحریک  (32هر گاه از درونیابی اسپلاین مکعبی به جای درونیابی خطی استفاده شود، در سمت راست معادله )

𝑡𝑖در بازه زمانی  𝑝(𝑡)درجه سه  ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+1  به شکل زیر بر حسبτ وجود دارد: 

(35)p(τ) = aiτ
3 + biτ

2 + ciτ + di                                                                                                                                    

در است. توضیح داده شده [3]ضرایب ثابتی هستند که چگونگی محاسبه آنها در مرجع  diو  ai ،bi، ci (،53در رابطه )

شود. در بجای درونیابی خطی استفاده می 3گام زمانی از یک چند جمله ای درجه  حقیقت در روش جنینگز ارتقاء یافته در هر

این منحنی ها موسوم به منحنی های اسپلاین هستند. در نقاط  اند.نشان داده شده 3ای های درجه ( این چند جمله2شکل )

 ها، علاوه بر مقدار آنها شیب و مشتق دوم این منحنی ها نیز با یکدیگر برابر است.  اتصال این منحنی



 

 

 
 مفهوم منحنی های اسپلاین  -2شکل 

 :حال معادله دیفرانسیل مرتبه دوم زیر را در نظر بگیرید

(36)mü + cu̇ + ku = aiτ
3 + biτ

2 + ciτ + di      ti ≤ τ ≤ ti+1                                                                                        

 :مقدار بحرانی باشد، یک جواب عمومی به شکل زیر دارد ،این معادله با فرض اینکه میرایی سیستم زیر

(37)ugeneral(τ) = e−ζωnτ[A cos ωD τ + B sin ωD τ]                                                                                                                 

( با توجه به اینکه سمت 37معادله دیفرانسیل ) حل مکمل یا خصوصی دو ضریب ثابت هستند. Bو  A ،(37در رابطه )

 :است را باید به صورت زیر در نظر گرفت τراست این معادله یک تابع درجه سه بر حسب 

(3۸)up(τ) = A′τ3 + B′τ2 + C′τ + D′                                                                                                                             

  :استچهار ضریب ثابت هستند که مقادیر آنها به شرح زیر  'Dو   'A'، B' ، Cکه 

(39)A′ =
ai

k
                                                                                                                                                                               

(40) B′ =
bi−

3cai
k

 

k
                                                                                                                                 

(41)C′ =
Ci

k
− 6

mai

k2 −
2c(bi−

3cai
k

)

k2                                                                                                                                                     

(42)D′ =

[di−

2m(bi−3cai)

k
k

]

k
−

c(ci−
6mai

k
−

2c(bi−
3cai

k
)

k
)

k2                                                                                                                         

 :آیدجواب کل بدست می، (3۸)و  (37)ت های عمومی و خصوصی معادلا با جمع جواب

(43)                                                                                                                    utotal(τ) = ugeneral(τ) + u𝑝(τ) 

(44)                                                             utotal(τ) = e−ζωnτ[A cos ωD τ + B sin ωD τ] + A′τ3
+ B′τ2

+ C′τ + D′ 

 شوند.محاسبه میگام زمانی در ابتدای اولیه با اعمال تغییرمکان و سرعت  Bو  Aکه ضرایب ثابت 
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 های مختلف عددی با یکدیگرمقایسه کمی روش -8

هرتز در  1با فرکانس  یخط راگریم -فنر  -جرم ستمیس کی ،مختلف یروش ها یخطاها یکم سهیمقا یبخش برا نیدر ا

 باشد.یسازه ها موجود م کینامیدر کتب د ینوسیس کیهارمون یدر برابر بارگذار ستمیس نیا یلینظر گرفته شده است. پاسخ تحل

هرتز  3هرتز تا  01/0از  کیهارمون یدرصد در نظر گرفته شد.  فرکانس بارگذار20و 5،10، 2، 1 یهاییرایم ،ستمیس نیا یبرا

 ،02/0 های∆t یخطا برامربعات  نیانگیمقدار جذر م ،کیهارمون یبارگذار 300 یدر نظر گرفته شد و برا  01/0 شیبا افزا

تعداد نقاط در نظر گرفته شده برای محاسبه  .دیمحاسبه گرد هیثان 20/0 و 1۸/0 ،16/0 ،14/0 ،12/0 ،10/0 ،0۸/0 ،06/0، 04/0

 نیانگیم ،حداقل خطا حداکثر خطا، ریمقاد (2) و (1) شماره جدول درنقطه بود.  1001معیار خطای جذر میانگین مربعات برابر با 

)روش حداقل  )روش حداقل مربعات( و روش شتاب مرتبه دوم روش شتاب مرتبه سوم یبرا ،خطا اریخطا و انحراف مع

شود که مقدار میانگین خطا در روش شتاب مرتبه ول مشاهده میابا دقت در این جد  .ورده شده استآ t=01/0مربعات( برای

 و 206/3×10-2، 3 /7۸0×10-2، 592/4×10-2 ،29۸/5×10-2درصد به ترتیب برابر با  20و  10، 5، 2، 1های سوم برای میرایی
 10، 5، 2، 1 هایییرایم یم برادوخطا در روش شتاب مرتبه  نیانگیمقدار مشود همچنین، مشاهده می .باشندمی 63۸/2×2-10

. با مقایسه مقادیر دباشنیم 666/2×10-2و 266/3×10-2 ،905/3×10-2 ،936/4×10-2، 0۸2/6×10-2 برابر با بیدرصد به ترت 20و 

گردد که دوم، مشخص میروش شتاب مرتبه  یخطا نیانگیممتناظر  ریمقادمیانگین خطای روش شتاب مرتبه سوم نسبت به 

درصد کاهش خطا اتفاق افتاده است.  05/1و  ۸4/1، 20/3، 97/6، ۸9/12به ترتیب  درصد 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایمبرای 

 باشد.درصد می 19/5مقدار میانگین کاهش خطا برای این پنج میرایی برابر با 

مقادیر حداکثر، حداقل، میانگین و انحراف معیار جذر میانگین مربعات خطای پاسخ تغییرشکل بر حسب تغییرشکل استاتیکی برای  :(۱) جدول

 (5تابع تغییرمکان درجه  -روش شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات  -ثانیه  ۱0/0برابر با   ∆tهای مختلف برای میرایی

 درصد 20 درصد ۱0 درصد 5 درصد 2 درصد ۱ میرایی

 ۸20/5×10-2 140/1×10-1 242/2×10-1 396/5×10-1 005/1 حداکثر خطا

بتای مربوط به 

 حداکثر خطا

 

00/1 

 

00/1 

 

00/1 

 

01/1 

 

04/1 

 341/2×10-6 341/2×10-6 341/2×10-6 342/2×10-6 34۸/2×10-6 حداقل خطا

بتای مربوط به 

 حداقل خطا

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 63۸/2×10-2 206/3×10-2 7۸0/3×10-2 592/4×10-2 29۸/5×10-2 میانگین خطا

انحراف معیار 

 خطا

1-10×024/1 2-10×03۸/7 2-10×035/4 2-10×517/2 2-10×521/1 

 



 

 

مقادیر حداکثر، حداقل، میانگین و انحراف معیار جذر میانگین مربعات خطای پاسخ تغییرشکل بر حسب تغییرشکل استاتیکی برای  :(2) جدول

 (4تابع تغییرمکان درجه  -روش شتاب مرتبه دوم )روش حداقل مربعات  -ثانیه ۱0/0برابر با   ∆tهای مختلف برای میرایی

 درصد 20 درصد 10 درصد 5 درصد 2 درصد 1 میرایی

 04۸/6×10-2 234/1×10-1 609/2×10-1 4۸1/7×10-1 706/1 حداکثر خطا

بتای مربوط به 

 حداکثر خطا

 

00/1 

 

00/1 

 

00/1 

 

01/1 

 

04/1 

 364/2×10-6 65۸/2×10-6 306/4×10-6 43۸/1×10-5 972/3×10-5 حداقل خطا

بتای مربوط به 

 حداقل خطا

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 

01/0 

 666/2×10-2 266/3×10-2 905/3×10-2 936/4×10-2 0۸2/6×10-2 میانگین خطا

انحراف معیار 

 خطا

1-10×509/1 2-10×۸16/۸ 2-10×4۸1/4 2-10×667/2 2-10×566/1 

 

 آوردهثانیه  ∆t=20/0 تاثانیه  ∆t=02/0یمختلف به ازا یروش ها یخطا  نیانگیم یا لهینمودار م 12 یال 3شماره  یدر شکل ها

 . است شده

ای که بیشترین ارتفاع را دارد، د، به عبارتی دیگر میلهنباشای، لگاریتمی معکوس میلازم به ذکر است محور قائم نمودارهای میله

خطا انتخاب گردیده است، در نتیجه تمام  اریمعه به اینکه جذر میانگین مربعات خطا به عنوان جدارای کمترین خطا است و با تو

 باشند.اعدادی مثبت می ،مقادیر خطا
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 ثانیه 02/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -3 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=02/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (3)شکل  یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء ،ییرایم زانیم شیافزابا  -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

 .بودند

و نیز روش تابع وزنی واحد  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 بودند. کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا بسط داده شده 

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمبسط داده شده(  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 139/1 ×10-3و  391/1×10-3، 662/1×10-3، 091/2×10-3، 471/2×10-3برابر با  بیدرصد به ترت

با  بود. 143/1× 10-3و  397/1×10-3، 676/1×10-3، 12۸/2×10-3، 543/2×10-3اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به درصد  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیمقا

 24/1ها کاهش خطا برای تمام میرایی نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  0/ 35و  43/0، ۸4/0، 74/1، ۸3/2 بیترت

  است.باشد که عدد کوچکی درصد می

یانگینی میتانگین کمینهکمینه -5 طاخطتا   ی م به روش مربتوط بته روش     ،،خ بوط  گزجنینگتز مر قا ارتقتا    جنین تهافتته ییارت برااستت کته بترا     اف که  ست  د د صصت دردر    2020و و   1010، ، 55، ، 22، ، 11  ییهاهتا یییتی راراییمم  ییا

قادیر  مقتتتادیر     ببییتتتتبه ترتبتتته ترت  شاهده گردمشتتتتاهده گرد 01۸/1×10-6و 40/1×10-6، 2۸۸/1×10-6، 5۸3/1×10-6، ۸95/1×10-6م ین ایتتتتن   ..ددییتتت م ا

میمقادیر به مراتتب کمتتر از خطتای روش شتتاب مرتبته ستوم متی        سوم  به  شتاب مرت طای روش  تر از خ تب کم فوقباشتد. یعنتی میتانگین پتنج عتدد فتوق      مقادیر به مرا عدد  پنج  یانگین  نی م شد. یع لذکر  التذکر   با بر برابتر    121۸121۸ا برا

 کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.  

باشد که این می 226/2×10-1و  764/3×10-1درصد به ترتیب برابر با   2و  1برای میرایی  لسونیروش ومقادیر خطای  -6

 10، 5های درصد است. برای میرایی 2و  1تحقیق برای میرایی مقادیر بیشترین میزان خطا در هشت روش مطرح شده در این 

            الذکر به ترتیبهای فوقرا دارد که خطاهای مربوط به میرایی خطای میانگینبیشینه  ،درصد، روش تفاضل مرکزی 20و 

 ۸09/1×10-1الذکر برابر با فوق پنج میراییبرای  خطایبیشینهمیانگین باشند. می ۸91/7×10-2و  002/1×1-10، 227/1×1-10

 برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است. 103است که این میانگین 

 

 

 

 



 

 

 

 ثانیه 04/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -4 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=04/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (4)شکل  یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

    .بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا مقادیر خطای دو روش مذکور درصد  20و   10 برای میرایی  .بودند

و نیز روش تابع وزنی واحد  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 بودند. کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  ،بسط داده شده

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمبسط داده شده(  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 4۸0/4×10-3و 434/5×10-3، 423/6×10-3، 906/7×10-3، 2۸1/9×10-3برابر با  بیدرصد به ترت

با  بود. 503/4×10-3 و 4۸3/5×10-3 ،524/6×10-3 ،1۸6/۸×10-3 ،913/9×10-3اعداد بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به درصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیمقا

 24/1ها برای تمام میرایی خطایکمینهمیانگین  .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  35/0و43/0، ۸4/0، 74/1، ۸3/2 بیترت

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می

یانگینی میتانگین کمینهکمینه -5 طاخطتا   ی م به روش مربتوط بته روش     ،،خ بوط  گزجنینگتز مر قا ارتقتا    جنین تهافتته ییارت برااستت کته بترا     اف که  ست  صد درصتد      2020و و   1010، ، 55، ، 22، ، 11  ییهاهتا یییتی راراییمم  ییا در

قادیرمقتتتادیر  ببییتتتبه ترتبتتته ترت شاهده گردمشتتتاهده گرد 679/1×10-5و  ۸4۸/1×10-5، 034/2×10-5، 3۸7/2×10-5، ۸03/2×10-5  م ین . ایتتتن ددییتتتم . ا

میمقادیر بته مراتتب کمتتر از خطتای روش شتتاب مرتبته ستوم متی         سوم  به  شتاب مرت طای روش  تر از خ تب کم به مرا فوقباشتد. یعنتی میتانگین پتنج عتدد فتوق      مقادیر  عدد  پنج  یانگین  نی م شد. یع لذکرالتذکر با بر برابتر    312312    ،،ا برا

 کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.  
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باشد که این مقادیر می 539/3×10-1 و 754/5×10-1به ترتیب برابر با  ،درصد 2و  1میرایی برای  لسونیروش ومقادیرخطای  -6

 20و  10، 5های درصد است. برای میرایی 2و  1بیشترین میزان خطا در هشت روش مطرح شده در این تحقیق برای میرایی 

           ،527/2×10-1الذکر به ترتیب  های فوقمربوط به میراییرا دارد که خطاهای  خطامیانگین  یبیشینه  ،درصد، روش تفاضل مرکزی

است که این میانگین  09/3×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطایبیشینهمیانگین باشند. می 599/1×10-1و  042/2×1-10

 برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است. 46

 

 ثانیه 06/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -5 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=06/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (5)شکل  یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

  .بودند

و نیز روش تابع وزنی واحد  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 کسانی ا قیدقرقم اعشار  3ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا بسط داده شده 

  .بودند

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمبسط داده شده(  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 926/9×10-3و 203/1×10-2، 417/1 ×10-2، 729/1 ×10-2، 010/2×10-2برابر با  بیدرصد به ترت

با  بود.  ۸99/9×10-3و 21۸/1×10-2، 449/1× 10-2، ۸17/1× 10-2، 212/2×10-2اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به درصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیمقا
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 63/3ها کاهش خطا برای تمام میرایی نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  72/0و23/1، 21/2، ۸4/4، 13/9 بیترت

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می

یانگینی میتانگین کمینهکمینه -5 طاخطتا   ی م به روش مربتوط بته روش     ،،خ بوط  گزجنینگتز مر قا ارتقتا    جنین تهافتته ییارت برااستت کته بترا     اف که  ست  صد درصتد      2020و و   1010، ، 55، ، 22، ، 11  ییهاهتا یییتی راراییمم  ییا در

قادیرمقتتتتادیر  ببییتتتتبه ترتبتتتته ترت شاهده گردمشتتتتاهده گرد 172/9×10-5و  002/1×10-4، 091/1×10-4، 255/1×10-4، 449/1×10-4م این این ..ددییتتتتم

میمقادیر بته مراتتب کمتتر از خطتای روش شتتاب مرتبته ستوم متی         سوم  به  شتاب مرت طای روش  تر از خ تب کم به مرا شدباشتد مقادیر  فوقیعنتی میتانگین پتنج عتدد فتوق       .با عدد  پنج  یانگین  نی م لذکر  التذکر   یع بر برابتر    129129ا برا

 کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.  

 یخطا ها برا نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطابیشینه میانگین  ،روش تفاضل مرکزی -6

میانگین  است.430/2×10-1و  124/3×10-1 ،905/3×10-1، 270/5×10-1 ، 003/7×10-1بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم  30است که این میانگین  09/3×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطایبیشینه

 )روش حداقل مربعات( است.

 

 ثانیه 0۸/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییخطای روشمیانگین   -6 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0۸/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (6) شکل یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

  .بودند

و نیز روش تابع وزنی واحد  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 کسانی ا قیدقرقم اعشار  3ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا بسط داده شده 
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 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمبسط داده شده(  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 731/1×10-2و 099/2×10-2، 472/2 ×10-2، 005/3 ×10-2، 475/3×10-2برابر با  بیدرصد به ترت

 که بود 747/1×10-2و  133/2×10-2، 542/2× 10-2، 197/3× 10-2، 917/3×10-2اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

درصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیمشخص م ،اعداد یدو سر نیا سهیبا مقا

ها کاهش خطا برای تمام میرایی نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  96/0و59/1، 75/2، 01/6، 2۸/11 بیبه ترت

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می52/4

 بیبه ترتدرصد   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  ،خطا میانگینی کمینه -5

این مقادیر به مراتب کمتر از  .دیمشاهده گرد  21۸/3×10-4و 495/3×10-4 ،7۸5/3×10-4 ،317/4×10-4 ،94۸/4×10-4مقادیر

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش  69 الذکریعنی میانگین پنج عدد فوق .باشدخطای روش شتاب مرتبه سوم می

 شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

 یخطا ها برا نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطابیشینه میانگین  ،روش تفاضل مرکزی -6

میانگین  است. 290/3×10-1و  256/4×10-1، 371/5× 10-1، 39۸/7×10-1، 935/9×10-1بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم  24است که این میانگین  09/3×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطایبیشینه

 )روش حداقل مربعات( است.

 

 ثانیه 1/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های عددی برای میرایی های مختلف میانگین خطای روش  -7 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=1/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (7) شکل یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2
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و نیز روش تابع وزنی واحد  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 کسانی ا قیدقرقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا بسط داده شده 

  .بودند

 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا خطا نیانگیمبسط داده شده(  حداقل مربعات )تابع وزنی در روش شتاب مرتبه سوم  -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقادبود.  63۸/2×10-2و  206/3×10-2، 7۸0/3× 10-2، 592/4× 10-2، 29۸/5×10-2 برابر با بیدرصد به ترت

 بودند 666/2×10-2و  662/3×10-2، 905/3× 10-2، 936/4× 10-2، 0۸2/6×10-2اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیکه با مقا

 19/5ها برای تمام میرایی خطایکمینه نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  05/1و۸4/1، 20/3، 97/6، ۸9/12بیترت

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می

                   یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  خطامیانگین  یکمینه -5

این مقادیر به مراتب کمتر از خطای . دیمشاهده گرد ۸46/۸×10-3و 574/9×3-10، 035/1×3-10 ،179/1×3-10 ،352/1×3-10

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب  36الذکرمیانگین پنج عدد فوق یعنی .باشدروش شتاب مرتبه سوم می

 مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است. 

خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطا میانگین یبیشینه ،روش تفاضل مرکزی -6

میانگین است.  1۸۸/4×10-1و  447/5×10-1، 933/6× 10-1، 665/9×10-1، 279/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم  20است که این میانگین  ۸04/7×10-1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق ، خطایبیشینه

 )روش حداقل مربعات( است.
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 ثانیه 12/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -۸کلش

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=12/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (۸) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 2تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

  .بودند

رقم اعشار  4تا بسط داده شده  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند کسانی ا قیدق

 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده بسط مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در -4

 یاعداد برا نیمتناظر ا ریمقاد 676/3×10-2و  4۸5/4×10-2، 302/5× 10-2، 453/6× 10-2، 445/7×10-2 با برابر ترتیب به درصد

که با  بودند 720/3×10-2و  579/4×10-2، 500/5× 10-2 ،994/6× 10-2، 665/۸×10-2اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت

به   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیمقا

 73/5 هابرای تمام میرایی خطامیانگین  یکمینه .است افتهیخطا کاهش  اریمع ،درصد 1۸/1 و 05/2، 60/3، 73/7، 0۸/14بیترت

  باشد که عدد کوچکی است.درصد می

         یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  خطامیانگین  یکمینه -5

این مقادیر به مراتب کمتر از خطای .دیمشاهده گرد 067/2×10-3و 232/2×3-10 ،416/2×3-10 ،773/2×3-10 ،207/3×3-10

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب  22الذکریعنی میانگین پنج عدد فوق .باشدروش شتاب مرتبه سوم می

 است.به سوم )روش کمترین مربعات( مرت
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یانگین بیشتتینه میتتانگین  ،روش تفاضتتل مرکتتزی -6 شینه م طاخطتتابی برا در بتت  خ عددهشتتت روش عتتدد  ننییتتاا  ننییرا در  شت روش  به داشتتته استتت کتته عتتدد مربتتوط بتته   ییه بوط  عدد مر که  ست  شته ا دا

براخطاهتتتتا بتتتترا  ننییتتتتاا ها  یییرایتتتتیمم  ییخطا           و 70۸/6×10-1، 595/۸× 10-1، 199/1 ،539/1  ببییتتتتبه ترتبتتتته ترت  2020و و   1010، ، 55، ، 22، ، 11ی ی هاهتتتتایرا

یانگین میتانگین  است.  135/5× 1-10 شینهبیشتینه م طاخطتا ییبی استت کته ایتن میتانگین      563/9×10-1التذکر برابتر بتا    بترای پتنج میرایتی فتوق      خ

 برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات( است. 17

 

 ثانیه 14/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -9شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=14/0که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (9) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

مقادیر خطای دو روش مذکور  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

  .بودند کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا 

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند

 20 و 10 ،5 ،2 ،1 یهامیرایی برای خطا میانگین( شده داده بسط مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود.  792/4×10-2و  ۸77/5×10-2، 979/6× 10-2 ، 534/۸× 10-2، ۸6۸/9×10-2 با برابر ترتیب به درصد

که  بودند ۸54/4×10-2و  014/6×10-2، 266/7× 10-2 ،310/9× 10-2، 160/1×10-1اعداد بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به   20و  10، 5، 2، 1 یهامیرایی یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هکشود یماعداد مشخص  یدو سر نیا سهیبا مقا

 17/6ها کاهش خطا برای تمام میرایی نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  2۸/1 و 2۸/2، 05/4،  33/۸، 14/ 93بیترت

 باشد که عدد کوچکی است.درصد می
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                   یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  خطامیانگین  یکمینه -5

این مقادیر به مراتب کمتر از خطای د. یمشاهده گرد 14۸/4×10-3و 4۸4/4×3-10، 902/4×3-10 ،747/5×3-10 ،775/6×3-10

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب  14الذکر یعنی میانگین پنج عدد فوق .باشدروش شتاب مرتبه سوم می

 مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطامیانگین  یبیشینه ،روش تفاضل مرکزی -6

ی بیشینهمیانگین  است. 150/6×10-1و   059/۸×10-1 ،036/1 ،429/1، 773/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل  16است که این میانگین  13/1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق خطا

 مربعات( است.

 

 ثانیه 16/0برابر با  ∆tدرصد برای  20و  10، 5، 2، 1های های مختلف عددی برای میراییمیانگین خطای روش  -10کلش

قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 16که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (10) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار

 :است

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

   .بودند

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 .بودند
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 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 909/5×10-2و   300/7×10-2، 734/۸× 10-2 ،077/1× 10-1، 251/1×10-1 با برابر ترتیب به درصد

که با  994/5×10-2و  4۸6/7×10-2، 121/9× 10-2 ،1۸1/1×10-1، 4۸0/1×10-1اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیمقا

 4۸/6ها برای تمام میرایی خطایمینهک نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمع ،درصد 42/1و4۸/2، 24/4، ۸1/۸، 47/15بیترت

 باشد که عدد کوچکی است.درصد می

                   یخطاها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  خطامیانگین  یکمینه -5

خطای  این مقادیر به مراتب کمتر از. دیمشاهده گرد 097/7×10-3و 6۸1/7×3-10 ،610/۸×3-10، 054/1×2-10، 2۸3/1×2-10

برابر کمتر از میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب  10الذکرمیانگین پنج عدد فوق یعنی .باشدروش شتاب مرتبه سوم می

  مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطامیانگین  یبیشینه ،روش تفاضل مرکزی -6

 خطایبیشینهمیانگین  است 262/7×10-1و  525/9×10-1 ،224/1 ،653/1 ،990/1 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

حداقل مربعات(  برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش 14است که این میانگین  31/1الذکر برابر با برای پنج میرایی فوق

 است.

 

 هثانی 1۸/0 با برابر ∆t یدرصد برا 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم  -11شکل

 

قابل مشاهده  ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 1۸که مربوط به و اعداد متناظر با آن  (11) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار

 :است

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیم ،بدون استثناء یی،رایم زانیم شیبا افزا -1
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 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

   .بودند

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند

 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود. 973/6×10-2و   672/۸×10-2، 049/1×10-310/1،1×10-1، 534/1×10-1 با برابر ترتیب به درصد

که با  0۸0/7×10-2و   911/۸×10-2 ،099/1×10-442/1،1×10-1، ۸21/1×101اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیمقا

 73/6ها کاهش خطا برای تمام میرایی نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  51/1و6۸/2، 55/4، 15/9، 76/15بیترت

 باشد که عدد کوچکی است.درصد می

  یخطا ها بیبه ترت  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یاست که برا افتهیارتقا  جنینگزمربوط به روش  خطامیانگین  یکمینه -5

شاهده گردمشتتتاهده گرد  141/1×10-2و 205/1×2-10 ،3۸3/1×2-10 ،770/1×2-10 ،217/2×2-10 تب ایتتتن مقتتتادیر بتتته مراتتتتب    .ددییتتتم به مرا قادیر  ین م ا

میکمتر از خطتای روش شتتاب مرتبته ستوم متی      سوم  به  شتاب مرت طای روش  شدباشتد کمتر از خ فوقیعنتی میتانگین پتنج عتدد فتوق       .با عدد  پنج  یانگین  نی م لذکرالتذکر یع پنج برابتر کمتتر از میتانگین پتنج       77، ، ا یانگین  تر از م بر کم برا

    خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

خطا ها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطامیانگین  یبیشینه ،روش تفاضل مرکزی -6

برای  خطای بیشینهمیانگین است.  524/۸×10-1و  116/1، 425/1، ۸73/1 ،204/2 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات(  14است که این میانگین  494/1الذکر برابر با پنج میرایی فوق

 است.
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درصد1میانگین خطا برای میرایی  درصد2میانگین خطا برای میرایی  درصد5میانگین خطا برای میرایی  درصد10میانگین خطا برای میرایی  درصد20میانگین خطا برای میرایی 



 

 

 هثانی 2/0 با برابر ∆t یدرصد برا 20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم  -12 شکل

 :قابل مشاهده است ریز جینتاباشد، می هثانی ∆t=0/ 2به که مربوط و اعداد متناظر با آن  (12) کلش یالهیم هایبا دقت در نمودار

 .ابدییمختلف کاهش م یروش ها یخطا نیانگیبدون استثناء م یی،رایم زانیم شیبا افزا -1

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 3 تا نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرکمقادیر میانگین خطای  ،در روش شتاب مرتبه دوم -2

   .بودند

 کسانی ا قیرقم اعشار دق 4تا  نیروش حداقل مربعات و روش پتروگالرک یخطا نیانگیم ریوم، مقادسدر روش شتاب مرتبه  -3

 .بودند کسانی ا قیدقرقم اعشار  2ی روش تابع وزنی واحد تا خطا نیانگیم ریمقادو با  بودند

 20 و 10 ،5 ،2 ،1 هایمیرایی برای خطا میانگین( شده داده بسط  مربعات حداقل وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش در -4

اعداد  نیمتناظر ا ریمقاد بود.  295/۸×10-2و  026/1×10-1، 247/1×10-1  ،571/1×10-1، ۸51/1×10-1ا ب برابر ترتیب به درصد

که با  427/۸×10-2و  056/1×10-1، 309/1×10-1 ،732/1×10-1، 195/2×10-1اعداد  بیروش شتاب مرتبه دوم به ترت یبرا

به   20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا 3به  2مرتبه شتاب از  شیبا افزا هشود کیاعداد مشخص م یدو سر نیا سهیمقا

ها برای تمام میرایی خطا مینهک نیانگیم .است افتهیخطا کاهش  اریمعدرصد  566/1و  ۸40/2، 736/4، 295/9، 671/15بیترت

 عدد کوچکی است.باشد که درصد می ۸22/6

نهکمینتته -5 یانگین میتتانگین   ییکمی طاخطتتام به روش مربتتوط بتته روش   خ بوط  گزجنینگتتزمر قا ارتقتتا   جنین تهافتتتهییارت برااستتت کتته بتترا  اف که  ست  به بتته     2020و و   1010، ، 55، ، 22، ، 11  ییهاهتتایییتتیراراییمم  ییا

هاخطاهتتتتا  ببییتتتتترتترت شاهده گردمشتتتتاهده گرد  224/2×10-2و 252/2×10-2، 491/2×10-2، 071/3×10-2، 769/3×10-2ییخطا ین ایتتتتن . . ددییتتتتم ا

میمقادیر به مراتب کمتر از خطای روش شتتاب مرتبته ستوم متی     سوم  به  شتاب مرت شدباشتد مقادیر به مراتب کمتر از خطای روش  فوقیعنتی میتانگین پتنج عتدد فتوق       .با عدد  پنج  یانگین  نی م لذکرالتذکر یع تر از برابتر کمتتر از     55ا بر کم برا

    میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.میانگین پنج خطای مربوط به روش شتاب مرتبه سوم )روش کمترین مربعات( است.

 

خطاها  نیداشته است که عدد مربوط به ا یهشت روش عدد نیا نیرا در ب خطامیانگین  یبیشینه ،روش تفاضل مرکزی -6

است. میانگین خطاهای حداکثر برای  003/1و  303/1 ،644/1 ،100/2 ،430/2 بیبه ترت 20و  10، 5، 2، 1ی هایراییم یبرا

برابر میانگین خطای شتاب مرتبه سوم )روش حداقل مربعات(  13است که این میانگین  696/1برابر با  ،الذکرپنج میرایی فوق

 است.

روش  12های زمانی مختلف، برای (، مقادیر میانگین میانگین خطاها بر حسب گام13نشان داده شده در شکل) ایدر نمودار میله

است که بیانگر نسبت خطای ای هر روش،عددی در کادر درج گردیدهاست.در بالای نمودار میلهشده مذکور در این مقاله آورده

 19940. بزرگترین این نسبت ها، مربوط به روش جنینگز ارتقا یافته با نسبت ثانیه است 02/0ثانیه به گام زمانی  2/0گام زمانی 

تتا با نسبت -دهد. کمترین نسبت ها مربوط به روش ویلسوناست که حساسیت بسیار زیاد این روش را به گام زمانی نشان می

 باشد.ها دو رقمی میها، این نسبتوشبرای سایر ر دهد.است که حساسیت بسیار کم این روش را به گام زمانی نشان می 946/3
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 ثانیه 2/0تا  هثانی 02/0 با برابر ∆t و مختلف یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یهاخطا نیانگیم نیانگیم  -13 شکل

 

 مقاله نای در شده مطرحروش  12 ی( برا13مختلف )نمودار شکل  های∆tمربوط به  یده خطا نیانگیم ریمقاد( 3در جدول )

است. همچنین در این جدول نسبت خطای هر روش به خطای روش جنینگز ارتقا یافته که حداقل خطا را دارا بوده آورده شده

گردد که کمترین خطا مربوط به روش است. با دقت در نسبت های درج شده در این جدول، مشخص میاست، آورده شده

 باشد:خطا به صورت زیر می است و ترتیب افزایش 1جنینگز ارتقا یافته با نسبت 

  ۸05/۸با نسبت خطای  (بسط داده شده واحد یوم )تابع وزنسروش شتاب مرتبه 

 ۸05/۸ یبا نسبت خطا روش جنینگز 

 ۸19/۸ یبا نسبت خطا بسط داده شده( نیپتروگالرک یروش شتاب مرتبه سوم )تابع وزن 

 ۸19/۸ یبا نسبت خطا حداقل مربعات بسط داده شده( یروش شتاب مرتبه سوم )تابع وزن 

 044/9 یبا نسبت خطا واحد( یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن 

 556/9 یبا نسبت خطا (نیپتروگالرک یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن 

 556/9 یبا نسبت خطا حداقل مربعات( یروش شتاب مرتبه دوم )تابع وزن 

 1۸/45ی با نسبت خطا (ی)شتاب خط ومارکیروش ن 

 19/67 یبا نسبت خطا تتا-لسونیروش و 

 16/69 یبا نسبت خطا )شتاب متوسط( ومارکیروش ن 

 7/142ی با نسبت خطا یروش تفاضل مرکز 
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1/000E-05

1/000E-04

1/000E-03

1/000E-02

1/000E-01

1/000E+00

1/000E+01

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

وزنی حداقل  

(مربعات

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

(وزنی واحد

روش شتاب 

تابع )2مرتبه 

وزنی  

(نپتروگالرکی

روش شتاب 

تابع )3مرتبه 

وزنی حداقل  

مربعات بسط

(داده شده 

روش شتاب 

تابع )3مرتبه 
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روش شتاب 

تابع) 3مرتبه 

وزنی  

ن  پتروگالرکی

بسط داده  

(شده

روش نیومارک 

شتاب )

(متوسط

روش نیومارک 

(شتاب خطی)

روش  

اتت-ویلسون

روش تفاضل

مرکزی

روش جنینگز روش ارتقا  

زیافته جنینگ

طا
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یان
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م
(
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ثانیه ∆t= 0/02میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/04میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/06میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/0۸میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/1میانگین خطا برای
ثانیه ∆t= 0/12میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/14میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/16میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/1۸میانگین خطا برای ثانیه ∆t= 0/2میانگین خطا برای

R=80.29 R=77.8 R=80.25 R=74.54 R=74.32 R=74.54

R=19940

R=74.33

R=13.12R=3.946
R=51.81

R=36.40



 

 

 مطرح شده در این مقاله روش 12( برای 13های مختلف )نمودار شکل ∆t(: مقادیر میانگین ده خطای مربوط به 3جدول )

روش شتاب  نام روش

مرتبه دوم )تابع 

وزنی حداقل 

 مربعات(

روش شتاب 

مرتبه دوم )تابع 

 (واحد یوزن

روش شتاب 

مرتبه دوم )تابع 

 یوزن

 پتروگالرکین(

روش شتاب 

وم سمرتبه 

 ی)تابع وزن

 حداقل مربعات

 (بسط داده شده

روش شتاب 

وم سمرتبه 

 واحد ی)تابع وزن

 (بسط داده شده

روش شتاب 

وم سمرتبه 

 ی)تابع وزن

 نیپتروگالرک

 (بسط داده شده

 447/5×10-2 43۸/5×10-2 447/5×10-2 902/5×10-2 5۸6/5×10-2 902/5×10-2 میانگین خطا

نسبت خطا به 

 حداقل خطا
556/9 044/9 556/9 ۸19/۸ ۸05/۸ ۸19/۸ 

نیومارک روش  نام روش

 )شتاب متوسط(

نیومارک روش 

 )شتاب خطی(

-روش ویلسون

 تتا

روش تفاضل 

 مرکزی

روش ارتقا یافته  روش جنینگز

 جنینگز

 177/6×10-3 439/5×10-2 ۸12/۸×10-1 150/4×10-1 790/2×10-1 272/4×10-1 خطا نیانگیم

به  نسبت خطا

 حداقل خطا
16/69 1۸/45 19/67 7/142 ۸05/۸ 00/1 

 

است. این روابط همگی آورده شده یمختلف بر حسب گام زمان یهاروش یخطا شیروابط مربوط به روند افزا، (4جدول)در 

یا  یکآنها،  𝑅2به طوری که ضریب  ؛شان دارندهستند که همبستگی بسیار مناسبی با مقادیر واقعی 3 ای های درجهچند جمله

 یک است. بسیار نزدیک به عدد

 (t≡x∆)های مختلف بر حسب گام زمانی (: روابط مربوط به روند افزایش خطای روش4جدول)

 𝑹𝟐 فرمول روند افزایش خطا نام روش

روش شتاب مرتبه دوم 

حداقل  ی)تابع وزن

 مربعات(
y =  −8.455x3  +  5.5112x2  −  0.056x +  0.0008 00/1 

شتاب مرتبه دوم  روش

 واحد( ی)تابع وزن

𝑦 =  −5.709𝑥3  +  4.5786𝑥2  −  0.0082𝑥 +  7 × 10−5 

 00/1 

شتاب مرتبه دوم  روش

 ی)تابع وزن

 (نیپتروگالرک
y =  −8.5508x3  +  5.5364x2  −  0.0577x +  0.0008 00/1 

شتاب مرتبه سوم  روش

حداقل  ی)تابع وزن

 مربعات بسط داده شده(
y =  −7.4838x3  +  4.8579x2  −  0.0229x +  0.0003 00/1 

شتاب مرتبه سوم  روش

واحد بسط  ی)تابع وزن

 داده شده(
y =  −7.6257x3  +  4.8839x2  −  0.0244x +  0.0003 00/1 
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شتاب مرتبه سوم  روش

 نیپتروگالرک ی)تابع وزن

 بسط داده شده(
y =  −7.4836x3  +  4.8579x2  −  0.0229x +  0.0003 00/1 

)شتاب  ومارکین روش

 متوسط(
y =  −77.677x3  +  19.107x2  +  3.4805x −  0.0619 1-10×996/9 

)شتاب  ومارکین روش

 (یخط
y =  −75.7x3 +  25.519x2  +  0.787x −  0.0173 1-10×9۸9/9 

= y تتا-لسونیو روش  38.944x3  −  19.474x2  +  5.0517x +  0.0649 1-10×299/9 

= y یتفاضل مرکز روش  −7.5833x3  +  8.0793x2  +  7.2581x −  0.0233 1-10×999/9 

= y نگزیجن روش  −7.6142x3  +  4.8814x2  −  0.0243x +  0.0003 00/1 

= y نگزیجن افتهیارتقا  روش  11.02x3  −  2.161x2  +  0.1376x −  0.0024 1-10×96/9 

 

روش  12 یمختلف، برا هایمیراییخطاها بر حسب  نیانگیم نیانگیم ری(، مقاد14نشان داده شده در شکل) ایلهینمودار مدر 

 ینسبت خطا انگریکه ب استدهیدر کادر درج گرد یهر روش،عدد ایلهینمودار م بالای در.استشدهمقاله آورده نیمذکور در ا

است که  ۸9/11با نسبت  نیومارک )شتاب خطی(نسبت ها، مربوط به  نیا نیاست. بزرگتر درصد 20میرایی به  درصد 1میرایی 

 754/1با نسبت  جنینگز ارتقا یافتهنسبت ها مربوط به روش  نی. کمتردهدینشان م میراییروش را به  نیا ادیز نسبتا  تیحساس

مطرح شده در این مقاله برای روش شتاب مرتبه روش  3در . دهدینشان م میراییروش را به  نیا اندک تیاست که حساس

 داده بسط واحد وزنی تابع) سوم مرتبه شتاب روش( و نسبت خطای 127/2های خطای دو روش یکسان بودند )عدد ،نسبت3

(که این موضوع بیانگر حساسیت نه چندان زیاد روش شتاب مرتبه سه به مقدار  122/2در اعشار سوم متفاوت بود.) عدد  (شده

 میرایی است.

 

 

 های مختلف∆t و درصد  20و  10، 5، 2، 1 یهاییرایم یبرا یمختلف عدد یهاروش یخطا نیانگیم نیانگیم  -14 شکل
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درصد و 1میانگین خطا برای میرایی  t∆های مختلف درصد و 2میانگین خطا برای میرایی  t∆های مختلف درصد و 5میانگین خطا برای میرایی  t∆های مختلف درصد و 10میانگین خطا برای میرایی  t∆های مختلف درصد و 20میانگین خطا برای میرایی  t∆های مختلف

R 2.460=
R=2.218 R=2.463 R=2.127 R=2.122 R=2.127

R=1.754

R=2.122

R=2.737

R=5.481

R=11.89

R=7.934



 

 

مانند است. این روابط آورده شده میراییمختلف بر حسب  یهاروش یخطا کاهشروابط مربوط به روند ، (5جدول)در 

شان دارند؛ به طوری که هستند که همبستگی مناسبی با مقادیر واقعی 3ای های درجه چند جمله (، همگی4روابط جدول)

 باشد .ی( م4اما دقت آنها کمی کمتر از روابط جدول ) نزدیک به عدد یک استبسیار آنها،  𝑅2ضریب 

 میرایی )بر حسب درصد(های مختلف بر حسب خطای روش کاهش(: روابط مربوط به روند 5جدول)

 𝑹𝟐 فرمول روند افزایش خطا نام روش

روش شتاب مرتبه دوم 

حداقل  ی)تابع وزن

 مربعات(
y =  −4 × 10−5x3  +  0.0014x2 −  0.0154x +  0.1003 1-10×۸62/9 

شتاب مرتبه دوم  روش

 واحد( ی)تابع وزن

y =  −3 × 10−5x3  +  0.001x2 −  0.0115x +  0.0884 
1-10×90۸/9 

شتاب مرتبه دوم  روش

 ی)تابع وزن

 (نیپتروگالرک
y =  −4 × 10−5x3  +  0.0014x2  −  0.0154x +  0.1004 1-10×۸61/9 

شتاب مرتبه سوم  روش

حداقل  ی)تابع وزن

 مربعات بسط داده شده(
y =  −2 × 10−5x3  +  0.0008x2  −  0.01x +  0.0836 1-10×943/9 

شتاب مرتبه سوم  روش

واحد بسط  ی)تابع وزن

 داده شده(
y =  22.641x3  −  2.5424x2  −  0.4742x +  0.0859 1-10×9۸9/9 

شتاب مرتبه سوم  روش

 نیپتروگالرک ی)تابع وزن

 بسط داده شده(
y =  22.242x3  −  2.4272x2  −  0.4855x +  0.0863 1-10×9۸9/9 

)شتاب  ومارکین روش

 متوسط(
y =  469.9x3  +  16.246x2  −  17.567x +  1.2406 1-10×9۸2/9 

)شتاب  ومارکین روش

 (یخط
y =  −80.96x3  +  115.22x2  −  20.364x +  1.0231 1-10×9۸3/9 

= y تتا-لسونیو روش  574.09x3  −  42.496x2  −  9.9897x +  0.9947 1-10×9۸4/9 

= y یتفاضل مرکز روش  524.76x3  −  38.416x2  −  12.624x +  1.6187 1-10×9۸7/9 

= y نگزیجن روش  22.644x3  −  2.5426x2  −  0.4742x +  0.0859 1-10×9۸9/9 

= 𝑦 نگزیجن افتهیارتقا  روش  1.3241𝑥3  +  0.3668𝑥2  −  0.106𝑥 +  0.0104 1-10×99/9 

 

 هاو پیشنهاد گیرینتیجه -9

مربعتتات بستتط داده  نیو کمتتتر نیپتروگتتالرک ،واحتتد یمقالتته روش شتتتاب مرتبتته ستتوم بتتا استتتفاده از توابتتع وزنتت  نیتتدر ا

درجته آزاد بتا فرکتانس     کیت  ستتم یس کیت  ،ستپس  این کار برای اولین بار است که لااقتل در ایتران انجتام شتده استت.     . شد

 یفرکتتانس بارگتتذار  در نظتتر گرفتتته شتتد.   کیتتهارمون یدرصتتد بتتا بارگتتذار   20و10،5،2،1 یهتتایتتیرایهرتتتز و م 1
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 .دیتت( آن محاستتبه گردقیتت)دق یلتتیداده شتتد و پاستتخ تحل رییتتهرتتتز( تغ 01/0 شیافتتزا بتتاهرتتتز ) 3تتتا  01/0از  کیتتهارمون

شتتتاب روش شتتتاب متوستتط و روش ) ومتتارکیروش ن ،شتتتاب مرتبتته دو ،شتتتاب مرتبتته سته  یعتتدد یستپس بتتا روش هتتا 

ستتازه محاستتبه  نیتتپاستتخ ا افتتتهیارتقتتا  جنینگتتزو روش  جنینگتتزروش  ،یروش تفاضتتل مرکتتز ،لستتونیروش و ،(یخطتت

 انجتام  ∆tده  یکتار بترا   نیت ا .دیت مربعتات محاستبه گرد   نیانگیت جتذر م  اریت هتر روش بتا استتفاده از مع    یخطتا  زانیشد و م

 نیشتتتریکتته بداد کتتار نشتتان  جینتتتا .بتتود هیتتثان  20/0آن مقتتدار نیو بزرگتتتر هیتتثان  02/0آن مقتتدار  نکتتوچکتری کتته شتتد

 هثانیت ∆ t=20/0و  درصتد   1 یتی رای، مربتوط بته م  2نستبت بته روش شتتاب مرتبته     سته  کاهش خطا در روش شتتاب مرتبته   

موضتوع   نیت از ا یامتر ناشت   نیت علتت ا  بتود.  افتته ی ءارتقتا  نگتز جنی روش بته  مربتوط  هتا ∆tتمام  یخطا برا نیباشد. کمتریم

 چیحتاکم بتر حرکتت هت     لیفرانست یمعادلته د تستاوی  ستمت چتپ    یبترا  افتته ی ءارتقتا  نگتز یو ج نگتز نیاست که در روش ج

حتاکم بتر حرکتت کته مربتوط بته        لیفرانست ید ادلته معتستاوی  شتود و در ستمت راستت    یدر نظتر گرفتته نمت    یبت یگونه تقر

 یهتتایاز منحنتت افتتتهیارتقتتا  جنینگتتزو در روش  نگتتزنیروش ج یشتتتاب بتترا یخطتت راتییتتاستتت فتترض تغ یبارگتتذار

 یهتتاشتتود. در روشیاستتتفاده متت ،شتتودیمتت تیتتمشتتتق دوم در نقتتاط اتصتال رعا  و بیشتت یوستتتگیکتته پ یمکعبتت نیلایاستپ 

مقتتدار  (شتتتاب متوستتط)روش  ومتتارکیشتتود. متتثلا در روش نینظتتر گرفتتته متت رشتتتاب د یبتترا یبتتاتیتقر یعتتدد گتترید

فترض  ، باشتد یمقالته مت   نیت در روش شتتاب مرتبته سته کته موضتوع ا      ایت شتود.  یثابتت فترض مت    یشتاب در هر گام زمتان 

امتر   اتیت توانتد بتر واقع  یمت  ات،یفرضت  نیت باشتد کته ا  یمت  3به صتورت درجته    یشتاب در هر گام زمان راتییگردد که تغیم

 گردد.یم ی قابل توجهباعث خطا جهینباشد و در نت قمنطب

جاه مبا توجه به اینکه تحلیتل بترای ده گتام زمتانی و پتنج میرایتی انجتام شتد، در نتیجته هتر روش شتامل پنجتاه م             شامل پن هر روش  جه  شد، در نتی جام  یی ان پنج میرا مانی و  گام ز برای ده  یل  طا یتانگین خطتا   با توجه به اینکه تحل یانگین خ

یانگینگردیتتد کتته بتا میتتانگین میمتی  با م که  ید  ها گیتتری از ایتتن پنجتاه میتتانگین خطا،میتتانگین میتانگین خطاهتتا بتته دستتت آمتد کتته کمتتترین آنهتتا    گرد ترین آن که کم مد  ست آ به د ها  یانگین خطا یانگین م یانگین خطا،م جاه م ین پن یری از ا گ

میمربتتوط بتته روش جنینگتتز ارتقتتا یافتتته و بیشتتترین آنهتتا مربتتوط بتته روش تفاضتتل مرکتتزی متتی    کزی  ضل مر به روش تفا بوط  ها مر شترین آن ته و بی قا یاف گز ارت به روش جنین بوط  ید.گردیتتد.مر گز و روش جنینگتتز و   گرد روش جنین

 بود.بود.  ۸۸//۸۸، حدوداً یک میزان خطا داشتند که نسبت خطای آنها به خطای حداقل، حدود ، حدوداً یک میزان خطا داشتند که نسبت خطای آنها به خطای حداقل، حدود   33روش شتاب مرتبه روش شتاب مرتبه 

لهدر پایان، روند تغییترات خطتا بتر حستب گتام زمتانی و میرایتی بررستی گردیتد و روابطتی بته صتورت چندجملته              صورت چندجم به  طی  ید و رواب سی گرد یی برر مانی و میرا گام ز سب  بر ح طا  یرات خ های هتای  ایایدر پایان، روند تغی

 شان داشتند.شان داشتند.عیعیپیشنهاد گردید که همبستگی مناسبی با مقادیر واقپیشنهاد گردید که همبستگی مناسبی با مقادیر واق  33درجه درجه 

بتا   زیت ن یخطت  ریت غ یهتا  ستتم یس زیت و ن یچنتد درجته آزاد خطت    یهتا  ستتم یس قتات، یتحق نیت ا یگردد در ادامه یم شنهادیپ

 د.نگرد یبررس زیموارد ن نیروش ها در ا نیا یخطا زانیو م رندیقرار گ یمورد بررس ،یعدد یروش ها نیا

 

 

 

 

 



 

 

 :فهرست علائم

m جرم سیستم یک درجه آزاد 

n هاتعداد بازه 

c ضریب میرایی 

K ضریب سختی فنر 

y وu جابجایی مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 

ẏ  وu̇   سرعت مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 

ÿ وü شتاب مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد 

t,متغیر زمان 

p(t) نیروی تحریک کننده سیستم یک درجه آزاد 

po دامنه نیروی تحریک کننده سینوسی 

 ω ای بار سینوسیفرکانس زاویه 

ω𝑛 ای طبیعی نامیرای سیستم یک درجه آزادفرکانس زاویه 

T𝑛 دوره تناوب ارتعاش طبیعی نامیرای سیستم یک درجه آزاد 

 ω𝐷ای طبیعی میرای سیستم یک درجه آزادفرکانس زاویه 

 نسبت میرایی سیستم یک درجه آزاد 

t , ∆ti∆ گام زمانی 
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