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1.  Introduction 

The inverse method is an effective method for detecting 

the intensity and source of pollutants. The identification of 

contaminant sources has become increasingly important in 

recent decades due to the importance of protecting water 

resources. This study aimed to reconstruct the 

concentration function of contaminants. Using the inverse 

solution method, problems are solved in reverse time steps 

and a general equation is obtained that can solve ordinary 

differential equations. The return response of this equation 

prevents the data from diverging. Three examples are 

presented in this study to demonstrate the accuracy of 

forward and backward group preserving schemes. No 

study has been conducted so far regarding the method for 

identifying the intensity function of a contaminant source 

in surface water by using a backward group preserving 

scheme (BGPS). Based on the research done to date, the 

inverse solution of the pollutant transport equation in a 

river with variable coefficients has been considered. Our 

research involves solving the advection-dispersion 

equation in one dimension and identifying the intensity 

function of the contaminant source in the river using a 

group-preserving scheme. 

2. Materials and methods 

This study addresses the direct and inverse problems of the 

transport equation in the river through the use of the group 

preserving scheme (GPS), which is based on the Lee 

group. Through this method, the advection-dispersion 

equation was solved directly and inversely. By knowing 

the initial condition or boundary condition downstream, 

the direct procedure can be calculated. The inverse model 

works backward from the terminal condition, calculating 

the river's concentration in the initial stage. Due to the lack 

of actual data, in this study, the direct solution of the 

pollution transport equation is used to obtain the terminal 
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condition. The one-dimensional advection-dispersion 

equation is as follows: 
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             (1)  

where C  is the pollutant concentration, A  is the flow 

sectional area, Q  is the discharge, D  is the longitudinal 

dispersion coefficient, t  is the time, x  is the longitudinal 

space coordinate, k  is the first order decay coefficient, 

and S  is the source term. 

In Figure 1, a null cone shows the solution domain in 

Minkowski space. The dynamical system is clearly 

constrained by its form. It can be said that this figure shows 

the solution range of river concentrations in Minkowski 

space. 

 

 
Figure 1. Cone condition and Minkowski space 

 

3. Results and discussion 

In order to solve the pollution transfer equation directly 

and inversely, two equations are obtained using the method 

of lines and GPS. 
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A forward and backward group preserving scheme was 

evaluated through three examples. These three examples 

demonstrate the accuracy of this method. To solve the 

pollution transfer equation with variable coefficients, the 

flow parameters must be calculated first. These parameters 

are obtained by solving the flow equations and using 

existing models. Based on real-world examples, flow 

parameters, depth, speed, flow area, and other parameters 

have been calculated using flow calculation models in 

different parts of the river. Dispersion coefficients can also 

be determined in different ways. The empirical formulas 

were applied in this study. 

In the first example, the goal was to evaluate the direct 

method. In this way, the finite difference method was used 

to verify the GPS validity after running the model with 

boundary conditions, demonstrating its high compatibility. 

A variety of statistical indicators were used to evaluate the 

model. The very low MAE, RMSE, and MRE values, 

along with an R2 value close to 1, indicate high accuracy 

and the full ratio between this method and fully implicit 

finite difference methods. Table 1 shows the results.  

 
Table 1. Statistical indexes of the first example 

 

index value 

MAE(kg/m3) 0.05 

R2(%) 99.997 

RMSE(kg/m3) 0.02 

MRE(%) 0.23 

An investigation of the application of the BGPS using 

spatial profile is presented in the second example. As part 

of the solution algorithm, the spatial profile is used as the 

input to the direct model. Direct model results are used as 

inputs to inverse models. When reconstructing the 

pollutant intensity function, the inverse model is 

evaluated. The input data of the inverse model (spatial 

profile) were subjected to 5% to 15% of errors completely 

randomly so that the impacts of these errors can be 

observed. In this example, the MAE, RMSE, and MRE 

statistical indices have small values that demonstrate the 

superior accuracy of inverse methods. The high value of 

R2 indicates that the two methods match well, and even 

these values show acceptable results when errors are 

included. Despite errors, the pollutant pattern is well 

reconstructed, and very acceptable results are obtained. 

Table 2 shows the related results. 

Table 2. Statistical indexes of the second example 
 

error/ index 
error 

0% 

error 

5% 

error 

10% 

error 

15% 

 

MAE(kg/m3) 0.19 0.38 0.59 0.77  

R2(%) 99.62 97.01 95.89 94.04  

RMSE(kg/m3) 0.08 0.17 0.25 0.39  

MRE(%) 3.54 6.39 8.75 12.56  

As an example of the third model, the inputs to the 

direct model are time series. The results from the direct 

model are used as inputs to the inverse model. The purpose 

of evaluating the inverse model is to reconstruct the 

pollutant intensity function. A random error of 5 to 15 

percent was applied to the input data in this example. The 

MAE, RMSE, and MRE statistical indicators in this 

example have small values, demonstrating the high 

accuracy of the inverse method. The high R2 value shows 

good compatibility between the two methods. The increase 

in MAE, RMSE, and MRE as well as the decrease in R2 

demonstrate that the accuracy of inverse model has 

decreased due to increase in error applied to the initial 

condition. Table 3 shows the results. 

Table 3. Statistical indexes of the third example 
 

error/ index 
error 

0% 

error 

5% 

error 

10% 

error 

15% 

 

MAE(kg/m3) 0.26 0.56 0.73 0.91  

R2(%) 99.22 95.14 94.81 92.09  

RMSE(kg/m3) 0.11 0.24 0.31 0.45  

MRE(%) 4.6 8.2 10.2 14.3  

 

4. Conclusion 

These examples demonstrate the high accuracy of the 

BGPS plan in forming the pollution intensity function and 

reconstructing the spatial profile. The model is also 

capable of showing the spatial profile of the concentration 

at different times. This is very useful for observing the 

evolution and spatial changes of the concentration 

distribution over time. Unlike other methods, this method 

does not have problems such as selecting and optimizing 

stability terms due to its numerical nature, which increases 

its speed and reduces errors. Moreover, this method has the 

advantage that there is no need to prepare data at a small 

number of intervals along the river. This is considered an 

extremely valuable benefit due to its complexity. The fast 

speed and accuracy of this model, as well as the simplicity 

of calculations, enable it to save time. As a limitation of 

this method, it is not possible to reconstruct time series 

data. 
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 حل معکوس )در زمان( معادله انتقال آلودگی در رودخانه با استفاده از طرح حافظ گروه
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اکثر  نکهیابا توجه به  .گيرنددر معرض آلودگی قرار می مواد مختلف از هاي ناشیهاي سطحی و زیرزمينی در اثر ورود پسابامروزه بسياري از منابع آب  چکیده
ها با شرایط جریان انهروشی جهت بازیابی تابع شدت آلاینده در رودخ ارائه است، گرفته انجامهاي زیرزمينی ها جهت بازیابی تابع شدت آلودگی براي آبروش

تاکنون این مسئله با  این پژوهش هدف محاسبه تابع شدت منبع آلاینده بوده که بر اساس تحقيقات صورت گرفته در قرار گيرد. توجه موردتواند تر میپيچيده
ین نوشتار با استفاده قرار نگرفته است. طرح حافظ گروه روشی دقيق براي حل مسائل بدخيم است که در ا مطالعه موردعددي طرح حافظ گروه  حلراهاستفاده از 

حل سيستم که باصورت است  نیشده به ا اساس روش حل معکوس ارائهاست.  شده حلمتغير  بیضراپراکندگی با -جاییي جابهبعدکی دلهمعا از این روش،
 معادله نیا یبرگشت يهاپاسخ .شود که قادر به حل معادلات دیفرانسيل معمولی خواهد بودیک معادله کلی حاصل می هاي منفی،ي زمانهاگامدر  هاي دیناميکی

عکوس حافظ گروه ممستقيم و  . در این پژوهش سه مثال جهت نشان دادن دقت طرحدینمایم يريها جلوگو از واگرا شدن داده رساندیلازم م ییرا به همگرا
سنجی حل مستقيم از حل صحت منظوربهاست و  شده محاسبهمتغير  بیضرابا استفاده از حل مستقيم مقدار غلظت آلاینده در رودخانه با  ابتدا است. شده ارائه

دهد. در نشان می مستقيم را روش درهاي آماري، انطباق این دو مدل نتایج این دو روش با شاخص سهیمقا است. شده استفادهعددي تمام ضمنی تفاضل محدود 
سازي شود و پس از شبيهآلاینده در بالادست رودخانه پرداخته می ي تابع شدتسازهيشبگام بعد با دو مثال مختلف با استفاده از حل طرح معکوس حافظ گروه به 

 دهد.نشان می شود که نتایج دقت خوب این روش راهاي آماري انجام میسنجی مدل معکوس با حل مستقيم، ارزیابی این روش با استفاده از شاخصو صحت

 .عددي خطوط روش ،پراکندگی -جاییهمعادله جابحل عددي، روش معکوس، طرح معکوس حافظ گروه،   ی کلیدیهاواژه

 
Backward Solution (in-time) of the Pollution Transport Equation in River Using  

Group Preserving Scheme 
 

Amir Mohammad Saadat           Mehdi Mazaheri       Jamal Mohammad Vali Samani 
 

Abstract Today, most of the surface water and groundwater resources are exposed to contamination by different 

materials sewage. because most of the methods have been used to restore the pollution intensity function for groundwater, 

representing a method to restore pollution intensity function in rivers with more complex flow conditions is considerable. 

this research aim is to calculate the intensity function of the contamination source, by the numerical solution of group 

preserving scheme, which has not been observed in other researches done so far. Group preserving scheme is an accurate 

method to solve ill-posed problems. By implementing this method the one-dimensional advection-dispersion equation with 

variable coefficients has been solved. The principle of the introduced backward solution method is that by solving the 

dynamic systems in negative time steps, a general equation will be obtained, which can solve ordinary differential 

equations. The responses of this equation will lead to convergence of the equation and prevent the divergence of the data. 
three examples have been presented to show the accuracy of the forward and backward group preserving scheme, Firstly, 

using direct solutions of the river, the intensity of pollution concentration in the river is calculated, and the implicit finite 

difference method is applied to verify the accuracy of the direct solutions. In the direct method, the results of the two 

models were compared with statistical indexes in order to demonstrate the conformity of the two models. In the next step, 

by solving the backward group preserving scheme in two different examples, the concentration of pollutants upstream is 

simulated. Following the simulation and verification of the inverse model by direct solution, statistical indexes are used 

to evaluate the effectiveness of this method. 
Keywords Numerical Solution, Reverse Method, Backward Group Preserving Scheme, Advection-dispersion Equation, 

Numerical Method of Lines.     
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 مقدمه

هاي سطحی یکی از بزرگترین معضلات امروزه آلودگی آب
ی است که طيمحستیزمسائل  نیترمهمزندگی انسان و از 

هاي شيميایی و اهميت آن در معرض انواع آلودگی برخلاف
 از جلوگيري براي مقررات و قوانينباوجود  بيولوژیک قرار دارد.

بازهم  هاي ناشی از صنایع و کشاورزي،پساب غيرمجاز تخليه

 مکان شناخت رونیازا ،ستين ریپذامکان اتفاق جلوگيري از این
 موردتوجه آلودگی در کمترین زمان و کمترین هزینه تخليه زمان و

 معکوس مسئله هايروش است، گرفته قرار بخش این محققان
(Inverse problem) ییدر شناسا مشکلات از بسياري حلراه 

 منابع از حفاظت اهميت به توجه با .باشدمی ندهیمنبع آلاشدت و 

 بسياري موردتوجه آلاینده منابع شناسایی اخير، هايدهه در آب

 .است گرفته قرار گرانپژوهش از
نه،       توان گفت  می  قال آلودگی در رودخا پارامتر انت مهمترین 

انتقال آلودگی از یک مکان به مکان دیگر است که توسط جریان   
هد، این  آب رخ می ند  د به    فرای جا قال  (  Advection)جایی  انت

 پراکندگیفرایند انتقال در رودخانه فرایند دیگر  از .[1] باشدددمی
(Dispersion) باشد که توسط فيکمی (Fick )است شده یمعرف 

جایی  فرایند جابه عموماً. در بحث انتقال آلودگی در رودخانه [1]
بر  .[2] باشددددمی اثرگذارپراکندگی نيز  مطرح اسدددت اما فرایند
حاکم بر انتقال و انتشار  ليفرانسیمعادله د اساس قانون اول فيک،

  واکنش-یپراکندگ -ییجا در رودخانه همان معادله جابه         نده یآلا
(Advection-Dispersion-Reaction) نوع معادلات که از اسددت 
س ید شد و می و مرتبه دوم یخط ،همگن ريغ سهموي  ليفران با  با

 عیتوز توانیم هاي زمانی منفی  در گام معادله    معکوس اینحل  
زمان توزیع  را با توجه به معلوم بودن مکان و ندهیآلا منبع شدت
 محاسبه نمود. یآلودگ غلظت
ها رودخانهی حل معکوس معادله انتقال آلودگی در طورکلبه 
 سازيبهينه-سازيی توسط سه روش کلی شبيهنيرزمیزهاي و آب

(Simulation optimization method) يآمارنيزم، احتمالاتی و 
(Geostatistical approach) و ریاضی(Mathematical method) 

  .[3] است گرفته قراری بررس مورد
سازي با یک روش اول از ترکيب یک الگوریتم بهينه روش در

شود می عددي جهت حل معکوس معادله انتقال آلودگی استفاده
باشد که نتيجه هایی با پردازنده قوي میطبع نياز به کامپيوتر که به

هاي این باشد و از مزیتآن افزایش هزینه و زمان محاسبات می

هایی با مقياس بزرگ این روش با محيط تناسببهتوان روش می
با  [4] ناردو و همکاران 2015همين راستا در سال  در اشاره کرد.

 Least squares) ده از روش تنظيم حداقل مربعاتاستفا

approach)  و همچنين استفاده از اطلاعات دریافت شده از
 سازي زمان و منبع آلاینده در محيطهاي زیستی، به شبيهحسگر

با ترکيب  [5]نيز ژانگ و ژین 2017بعدي پرداختند. در سال یک

هاي الگوریتم ژنتيک پایه و حل تحليلی معادله انتقال و روش
انتشار تابع شدت زمانی آلاینده را بازسازي کردند. مهينتاکومار و 

با استفاده  [7] 2006و داتا و سينگ در سال  2005سعيد در سال 

 .[6] انتشار پرداختندسازي معادله انتقال و از این روش به شبيه
ي آمارنيزمهاي احتمالاتی و دوم از کاربرد روش روش در 

شود. از سازي مکان و زمان غلظت آلاینده استفاده میدر شبيه

توان به کاهش حجم محاسبات و از هاي این روش میمزیت
توان به محدودیت در شناسایی تعداد منابع آلاینده معایب آن می

در همين راستا در حل معکوس معادله انتقال آلودگی  اشاره کرد.
 Backward) در رودخانه با استفاده از روش احتمال برگشتی

probability method ).تحقيقاتی توسط پژوهشگرانی انجام شد 

با استفاده از این روش محل و  [8]قانع و همکاران 2016در سال 
ه این انتشار منبع آلاینده را محاسبه کردند و نشان دادند ک زمان

روش دقت محاسباتی مناسبی دارد. همچنين این پژوهشگران در 
پژوهشی دیگر دقت خوب این روش در شناسایی زمان انتشار و 

ی دیگر در پژوهشمحل منبع آلاینده در رودخانه را نشان دادند. 
احتمال برگشتی  با استفاده از روش 2010در سال [9] چنگ و جيا 

هاي سطحی و با شرایط جریان غيریکنواخت و هاي آبدر پهنه
ي موفق به تشخيص مکان و زمان دوبعدماندگار و در حالت 

سنجی این و با صحترهاسازي ماده آلاینده در رودخانه شدند 
هاي واقعی دقت خوب این روش را نشان دادند. روش با داده

با روش احتمالات برگشتی،  2005در سال [10] نيوپار و ویلسون 
هاي با روشی مبتنی بر روش 2015در سال  [11]کاپولا و همکاران

از  با استفاده  [12]وانگ و همکاران 2018ي و در سال آمارنيزم

 Linear) روش احتمال برگشتی و مدل رگرسيون خطی

regression method )راستا تحقيقاتی انجام دادند. در همين 

سازي هاي ریاضی شبيهسوم با استفاده از چارچوب روش در 

هاي ریاضی به دليل کاهش زمان محاسبات، گيرد. روشانجام می
ها مزیت کاهش تعداد دفعات اجرا مدل و حذف کامل تکرار

سازي دارد و از معایب بهينه-سازيبيشتري نسبت به روش شبيه
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ها توان به پيچيدگی حل مسئله نسبت به سایر روشاین روش می
حل معادله انتقال و انتشار با استفاده از روش  در اشاره کرد.

به حل معکوس معادله انتقال آلودگی در رودخانه  توانیمریاضی 

ي اشاره ریپذمعکوس با ضرایب متغير با استفاده از روش شبه
بعدي انتقال معادله یککرد. لوشابی در پژوهشی به حل معکوس 

متغير پرداخته است که با استفاده از حل شبه  بیبا ضراآلودگی 

پراکندگی و یک مدل عددي، -جاییي معادله جابهریپذمعکوس
در رودخانه  شدههيتخلي سري زمانی غلظت آلاینده هاداده

 [14]پرمنون 2020. در سال  [13]است شده يبازسازمحاسبه و 

 حلراهنيز در پژوهشی به حل معادله انتقال آلودگی با استخراج 
ي پرداخت که با افزودن ریپذمعکوستحليلی توسط روش شبه 

پراکندگی را انجام داد. -جاییي معادله جابهسازهيشبترم پایداري 

ساده بسيار دقيق عمل هاي نتایج نشان داد که این روش در الگو
یابد. با استفاده هاي پيچيده ميزان خطا افزایش میکند و در الگومی

در سال   [15]هایی توسط اسکاگاس و کابالااز این روش پژوهش
سازي معادله به شبيه 2011در سال  [16]ژانگ و وانگ  و 1995

هاي عددي و تحليلی مختلف انتقال آلاینده پرداختند. از روش
ري همچون روش تنظيم تيخنوف، روش تابع گرین، تبدیل دیگ

لاپلاس و غيره جهت حل معکوس معادله انتقال آلودگی در 
است که در همين راستا  شده استفادهرودخانه با شرایط مختلف 

 با استفاده از روش تيخونوف 2000سال نيوپار و همکاران در 
(Tikhonov regularization method) مکاران در ، مظاهري و ه

با استفاده از معادله انتگرالی حاصل از اعمال روش  2015سال 
سازي مکان و زمان آلاینده در رودخانه تابع گرین به شبيه

 .[3,17] پرداختند

با توجه به اینکه در این پژوهش براي حل معکوس معادله  
 Backward Group)انتقال آلودگی از طرح معکوس حافظ گروه 

Preserving Scheme )صورتبهاست، در اینجا  شده استفاده 
 Group)مختصر به تحقيقات مختلف که توسط طرح حافظ گروه 

Preserving Scheme )شود.صورت گرفته پرداخته می 

با استفاده از طرح حافظ گروه به حل  2004در سال  [18]لئو 
 در این جل با استفاده از معکوس معادله انتقال حرارت پرداخت.

، مشخص ییدامنه فضا کیدر  (Dirichlet) کلهیرید يمرز طیشرا

ي به جداسازي معادله سازگسستهابتدا با استفاده از روش نيمه 
 پس از تبدیل معادله دیفرانسيل جزئی وحرارت پرداخت  انتقال

به معادله دیفرانسيل معمولی، با استفاده از طرح معکوس حافظ 

 افتیدستبه یک معادله کلی  هاي دیناميکیحل سيستم گروه و با
در حالت  آمدهدستبهکه با استفاده از آن به حل معادله دیفرانسيل 

بعدي و دوبعدي پرداخت و نتایج روش طرح معکوس حافظ یک

گروه را براي شرایط مختلف سنجيد و رنج پایداري را براي این 
با فرض ثابت  [19]و چانگ ويل 2010معادله تعيين کرد. در سال 

روش  متناظر و با استفاده از یدر نواح یپراکندگ بیبودن ضر

 ییمنظور شناسابه، طرح معکوس حافظ گروه عددي خطوط و
 یابی، بازندهیشامل محل منبع آلا یمنبع آلودگ هايیژگیو

-کی در فضاي ندهیآلا غلظت ییفضا عیانتشار و توز خچهیتار

هاي زیرزمينی در آب یانتقال آلودگ به حل معکوس معادله بعدي
دو روش طرح معکوس حافظ گروه  نيپرداختند. همچن

را  MJBBE (Marching-Jury Backward Beam Equation)و

 طرح معکوس حافظ گروه در نشان دادند کردند که سهیباهم مقا
به  يترقيدق اريبس نتایج گرما و یآلودگانتقال  معادله يحل عدد

چانگ و  2014دهد. در پژوهشی دیگر که در سال می دست
انجام دادند با استفاده از طرح معکوس حافظ گروه به  [20]کو

پژوهش  نیدر ا گوردون پرداختند.-حل معادله غيرخطی کلاین
گوردون را، پس از -و دوبعدي کلاین بد وضعآنها معادله 

دیفرانسيل  ي معين و تبدیل آن به معادلهجداسازي با شرایط مرز
معمولی با استفاده از طرح معکوس حافظ گروه حل کردند و 

و نتایج بسيار  قراردادندی موردبررسسپس پایداري این روش را 
آوردند. در سال  به دستمطلوبی از روش طرح حافظ گروه 

ز لاپلاسی را که ا معادله  ]21[ي و هاشمیعباس بند 2011
بدخيم است با استفاده از روش نيمه  جزئی دیفرانسيل معادلات
دیفرانسيل معمولی تبدیل کردند و سپس  ي به معادلهسازگسسته

با استفاده از طرح حافظ گروه به بررسی و حل معادله پرداختند. 
نتایج کار موفق بودن ترکيب روش خطوط و طرح حافظ گروه 

لاپلاس بدخيم را نشان داد.  آوردن جواب معادله به دستبراي 
قدرت  2019در سال  [22]در پژوهشی دیگر گاوو و همکاران 

گوردون که از مسائل -سازي مدل کلاینه در شبيهطرح حافظ گرو

آنها به کمک روش عددي خطوط  باشد را نشان دادند.می بد وضع
و تبدیل معادله دیفرانسيل جزئی به معادله دیفرانسيل معمولی و 

ي آن با استفاده از طرح حافظ گروه کارآمد بودن این سازهيشب

بعدي و گوردون در حالت یک-روش در حل معادله کلاین
 دوبعدي را نشان دادند.
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با استفاده از طرح معکوس  2014در سال  [23]چانگ و ليو 
چندبعدي  حل معکوس معادله به حافظ گروه در محيط ناهمگن،

معادلات جزو که  (backward wave problemsی موج )رخطيغو 

آنها پس از اعمال شرایط مرزي  دیفرانسيل بدخيم است پرداختند.
موج به  سازي و تبدیل معادلهو جداسازي به روش نيمه گسسته

استفاده از طرح معکوس حافظ گروه  با دیفرانسيل معمولی، معادله

نتایج  یی پایداري وهامثالبه حل آن پرداختند. در ادامه با حل 
 را بررسی کردند. ميو بدخاین روش بر روي معادلات چندبعدي 

طرح معکوس  که نشان دادند عددي هايمثالبا  اساس این بر

 آن يبرا یو حت يچندبعد یرخطيغ يهاستميس يحافظ گروه برا
استفاده است و  هستند قابل ميشدت بدخدسته از معادلات که به

 جینتا تواندینشان دادن که طرح معکوس حافظ گروه م نيهمچن

 طیروش در شرا نیا يسازادهيکند و پ ديرا تول یقيو دق حيصح
با  [24]شن  2016. در سال اجرا استقابل یخوببه نيمع یزمان

غيرخطی و  استفاده از طرح حافظ گروه به حل معکوس معادله
دیفرانسيل  عادلاتم وجزناهمگن انتقال حرارت پرداخت که 

براي تبدیل این معادله به معادلات دیفرانسيل  شن باشد.بدخيم می
سازي استفاده کرد و معمولی از جداسازي به روش نيمه گسسته

همچنين با  و با استفاده از طرح حافظ گروه به حل آن پرداخت
را بررسی  هاجوابیی تحت شرایط مختلف پایداري و هامثال
مؤثر  ،داریپا ،قيدق اريبس حافظ گروه فت که طرحگر جهينت و کرد

 يهاسرعتهمچنين هستند و  یینها يهاو حساس به داده
هایی نيز براي تخمين ضریب روش .دارند یعیسر ییهمگرا

توان به پراکندگی طولی ارائه شده است که در همين راستا می
انجام دادند  2017در سال  [25]پژوهشی که نوري و همکاران

اي که این پژوهش با استفاده از مدل محاسبه دانه اشاره کرد. در
باشد، به تخمين ضریب پراکندگی طولی روش عددي میبر مبناي 

رمضانی  2019در پژوهشی دیگر در سال  .در رودخانه پرداختند
محدود نيز با استفاده از راه حلی بر مبناي تفاضل  [26]و همکاران

 .روشی براي محاسبه ضریب پراکندگی ارائه کردند

معکوس  حل ،گرفته انجام تاکنونهایی که با توجه به پژوهش 

 صورتبه ريغمت بیضرامعادله انتقال آلودگی در رودخانه با 

ي صورت گرفته هایبررسمحدود صورت گرفته است و طبق 

اي در خصوص روش شناسایی تابع شدت منبع هيچ مطالعه

هاي سطحی با استفاده از طرح معکوس حافظ گروه در آب آلاینده

ن تحقيق سعی بر آن شده تا با اعمال است. پس در ای نشده انجام

پراکندگی -جاییطرح معکوس حافظ گروه براي حل معادله جابه

بعدي و ضرایب متغير، در رودخانه براي شناسایی در حالت یک

 تابع شدت منبع آلاینده از مزایاي این روش استفاده کافی شود.

ري توان به عدم استفاده از ترم پایداي این روش میهاتیمز از

در حل معکوس معادله انتقال آلودگی اشاره کرد و مشکلاتی 

ي ترم پایداري را ندارد. مزیت دیگر سازنهيبههمچون انتخاب و 

هاي عددي، عدم نياز به سایر روش برخلاف این روش،

گير وقتبهباشد که با توجه هاي زیاد میي رودخانه به بازهبندميتقس

در این نکته اهميت زیادي دارد.  يبرداردادهزیاد  بودن و هزینه

هاي کم یا گام زمانی یکی از همگرا شدن با تعداد بازهواقع 

محاسن این روش است که در این پژوهش نيز این امر اتخاذ شده 

هاي مهم سرعت و دقت بالاي این مدل از دیگر مزیت است.

 توان به آن اشاره کرد.است که می
 

 هامبانی تئوری و روش

پژوهش به کمک طرح حافظ گروه که روشی بر پایه در این 
باشد به حل مستقيم و معکوس معادله انتقال هاي لی میگروه

شود. در این بخش ابتدا طرح آلودگی در رودخانه پرداخته می
حافظ گروه که جهت حل مستقيم معادله انتقال آلودگی کاربرد 

حافظ دارد معرفی گردیده و در ادامه به معرفی طرح معکوس 
-گروه که براي حل معکوس این معادله کاربرد دارد پرداخته می

مستقيم و  صورتبهپراکندگی -جاییانتها معادله جابه در شود.
است. در این پژوهش  شدهحلمعکوس با استفاده از این روش 

جهت حل مسئله ابتدا با روش عددي مستقيم معادله انتقال 
 آمدهدستبهنتایج شود و سپس آلودگی در یک بعد حل می

حل معکوس معادله انتقال )ورودي مرحله دوم محاسبات 

کند و نتایج نهایی )تابع شدت آلاینده( می نيتأمآلودگی( را 
 شود.محاسبه می

ي انتقال و انتشار آلاینده در سازمدل( 1شکل )با توجه به  

گيرد، طول بازه انجام می nتقسيم رودخانه به  با فرض رودخانه
1هر قسمت رودخانه  2 n 1 nL ,L ,...L ,L طورهمان باشد.می 

 سمت به بالادست از غلظت شودیم مشاهده( 1) شکل در که

 و کندیم حرکت (x=L به x=0 مکان از غلظت) دستنیيپا
 3t از معکوس حل در و 3t به 1t از ميمستق حل دری زمان بيترت

مستقيم با داشتن الگوي غلظت رودخانه  روش در .باشدیم 1t به
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در بالادست )سري زمانی( و یا الگوي غلظت در زمان ابتدایی و 
 دستنیيپاها )پروفيل مکانی( غلظت رودخانه در در تمام مکان

-برگشتی عمل می صورتبهمدل روش این  در شود.محاسبه می

)پروفيل مکانی  با داشتن الگوي غلظت در زمان انتهایی کند یعنی
شود. جهت (، غلظت در زمان ابتدایی محاسبه میTدر زمان 

ي در برداردادهاستخراج پروفيل مکانی در زمان انتهایی نياز به 

باشد که در این پژوهش به دليل عدم دستيابی طول رودخانه می
انتقال آلودگی استفاده  هاي واقعی، از حل مستقيم معادلهبه داده

 شود.می
 

 
 nLتا  0نيمرخ مکانی غلظت آلاینده در رودخانه در بازه   1کل ش

 

مسددتقيم با داشددتن سددري زمانی )الگو غلظت در   روش در 
لظت غها( و یا پروفيل مکانی )الگوي مکان اوليه و در تمام زمان

در  توان غلظت رودخانه   ها( می در زمان ابتدایی و در تمام مکان    
را محاسبه کرد. دقت محاسبات این دو روش بستگی  دستنیيپا

مل       که نوع الگو یکی از مهمترین عوا به شدددرایط مختلفی دارد 

 باشد.  بر دقت می رگذاريتأث
  صددورتبهپراکندگی در تحقيق حاضددر -جاییهمعادله جاب 

 :[2] گرددیمبررسی  زیر صورتبه يبعدکی
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ضریب پراکندگی  Dسطح مقطع رودخانه، A،(1در معادله ) 

ترم منبع  Sضریب زوال ماده آلاینده و kدر جهت طولی،

جزئی  معادله فوق از دسته معادلات دیفرانسيل که آنجا از. باشدیم

 باشد براي تبدیل آن به دستگاه معادلات دیفرانسيلبدخيم می

شود که پس از معمولی از روش عددي خطوط استفاده می

 Central) سازي معادله فوق به روش تفاضل مرکزيگسسته

Difference) پارامتربا شود که معادله زیر حاصل میjf  نمایش

 است. شده داده
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گفتنی است که در این مسئله از ضریب زوال واکنش و ترم     
 حل براي و انتهایی مرزي شددده اسددت. شددرایط نظرصددرفمنبع 

له    عددي  عاد به    معکوس م ندگی -جایی جا نه    در پراک خا   رود
 :شودمی گرفتهدر نظر  زیر صورتبه

 

(3)                                
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که
T

C (x)   شاهده  یمکان عیتوزشرط انتهایی یا شده در   توده م

 باشد.طول رودخانه می Lواست   Tزمان
متغير   صدددورتبه ضدددریب پراکندگی    موردنظردر تحقيق  

ست. در این تحقيق از مدل  مدنظر سبات جریان که در  ا هاي محا
ستفاده  سنت ونانت آنها از معادلات  سبه    شده  ا ست براي محا ، ا

ستفاده         ضرایب متغير ا ساحت جریان و غيره با  سرعت، عمق، م
 طولی پراکندگی ضریب  تعيين براي مختلفی يهاروششود.  می

  روابط از اسدددتفاده  به  توانمی ها روش اینجمله   . ازدارد وجود
 ميدانی آزمایش انجام و مختلف محققان توسط شده  ارائه تجربی
 نمود. و روابط مختلف دیگر اشاره ردیاب ماده توسط

هاي جریان، به حل مستقيم پارامتر آوردن به دستپس از  
 The) خطوط روش عددي وسيلهپراکندگی به-جاییجابه معادله

numerical method of lines )پرداخته می گروه حافظ طرح و-

 دستگاهواقع  در که دارد ياساده مفهوم خطوط عددي شود. روش
-گسسته مستقل یک متغير از ريغ به را جزئی دیفرانسيل معادلات

دستگاهی از معادلات ي سازگسستهکند. روند نيمه ي میساز
توان عددي می صورتبهدهد که دیفرانسيل معمولی را نتيجه می

( که با روش نيمه 1حل کرد. پس از جداسازي معادله )را  آنها
ي دستگاه سازگسسته حاصل شود،ي انجام میسازگسسته

ي ريکارگبهتوان با شود که میمعادلات دیفرانسيل معمولی می
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ل این معادله پرداخت. طرح حافظ گروه طرح حافظ گروه به ح
استفاده ( Minkowski) از فضاي افزوده به نام فضاي مينکوفسکی

ي عددي هاروشطرح حافظ گروه و  نيماباساسی  تفاوت کند.می

nاقليدسی ي قبلی از فضاي هادیگر این است که در روش
R 

فضاي در طرح حافظ گروه از  که یحال درشود استفاده می
nمينکوفسکی 1

M
 بعد دستگاه در فضاي  واقع در شود.استفاده می

کند. یکی از مزایاي استفاده افزایش پيدا می مرتبه کمينکوفسکی ی
ي هاجواباز فضاي مينکوفسکی در طرح حافظ گروه، اجتناب از 

( Ghost fixed points) یرواقعيغو نقاط ثابت ( Spurious) جعلی

 است.
  بحث موردگروه تقارنی دسددتگاه  واقع درطرح گروه حافظ  

بعدي   nي دسدددتگاه معادلات دیفرانسددديل    برا کند. را حفظ می

 صورتبه
 

  nC =f(C, t), C t,   
 (4) 

 

یک متغير زمانی است tبعدي است، nبردار C معادلهکه در این 

f  ازتابعی با مقدار بردارC و،t شود. که ميدان برداري ناميده می
ی، معادلات را در رخطيغهاي معادلات دیفرانسيل براي سيستم

توان شود. میمی داده يجاشده ي دیناميکی تقویتهادستگاه
nمعادله بالا را به یک دستگاه دیناميکی افزوده  1  بعدي تبدیل

 .[27]کرد
 

(5)                  

n n

T

f(C, t)
0

CC Cd

C Cdt f (C, t)
0

C



 
 

        
   

 
  

 

 

دومين   ( اما4( همان معادله )   5اولين معادله در )   وضدددوحبه 
هاي افزوده        تار را براي متغير له سددداخ عاد Tم T

:X (C , C ) 

 کند که در شرط مخروط مينکوفسکیمی برقرار
 

  (6)                                                  T
X g X 0 

  (Minkowski metric) یک متر مينکوفسکی  gکند کهصدق می 
 .[27] شوداست و به صورت زیر نشان داده می

 (7)                                               
n n 1

1 n

I 0
g

0 1








 
 
 

 

عادلات فوق   در م
n

I  به   تابع مانی از مرت ما  Tو nه  انگری ن
   ترانهاده است.

را تعيين  جواب در فضددداي مينکوفسدددکی ( دامنه6معادله ) 

جه    می که نتي ند  کل ) ( Null cone) آن مخروط پوچ ک ( 2شددد
و در نظر گرفتن زمان مثبت در حل مسدددتقيم  با .[27] شدددودمی

سمت مثبت و منفی   زمان منفی در حل معکوس مخروط به دو ق

و مخروط ( Future cone) به آنها مخروط آینده    اصدددطلاحاً که  
( 2شددود. شددکل )شددود تبدیل میگفته می (Past cone) گذشددته

دهد که تاکنون شدددرط مخروط     شدددرط مخروط را نشدددان می

 اعمالترین محدودیتی است که بر روي دستگاه دیناميکی   بدیهی
توان گفت این شددکل محدوده جواب  می واقع دراسددت  شددده
 دهد.مينکوفسکی را نشان می رودخانه در فضاي غلظت

 

 
 [19] شرط مخروط و فضاي مينکوفسکی افزوده  2شکل 

 

 به صورت زیر   Aریستبا تعریف ما 

 (8)                                    

n n

T

f(C, t)
0

C
A :

f (C, t)
0

C



 
 
 
 
 
  

 

. شودمحاسبه می ماjو ثابت در نظر گرفتن آن، مقدار آن در گام 
در فاصله  A(j)براي ماتریس نمایی با نوشتن نگاشت 

j jt t t t   که یهنگام jt t شوداست رابطه زیر حاصل می 
[27]: 

 

 

 م رو    ند 

 م رو      ه

C 

||C|| 

م  ر  ر   در 

 Cف ای 

-||C|| 
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 (9)  

j j jT

n j j2

jj

T

j j

j

j

(a 1) b f
I f f

ff
exp t A( j)

b f
a

f

 
 

 
   

 
 
 

P PP P

P P

 

 

j که با استفاده از رابطه j jf f(C , t )  و جایگذاري exp t A(j) 

j در رابطه G(j) يجابه 1 jC G(j)C   که یکی از فواید طرح

 :[27]شود، معادله زیر حاصل میحافظ گروه است

 (10)        
j j j j j j

j 1 j j2

j

(a 1) f .C b || C || . || f ||
C C f

|| f ||


 
    

 

له فوق     عاد در م
j

C        مان نه در ز خا ظت رود و tغل
j 1

C


  
tغلظت در زمان 1 شد. می با

j
a ،

j
b  زیر تعریف  صورت بهنيز

و شوند می
j

f   شود   با استفاده از روش عددي خطوط محاسبه می

 .[27]است شده داده( نمایش 2معادله )که نتيجه آن در 

(11)                                          
j

j

j

t || f ||
a : cosh( )

|| C ||


 

(21)                                          
j

j

j

t || f ||
b : sinh( )

|| C ||


 

با   معکوس صورت بهبراي حل معادلات دیفرانسيل معمولی   
فاده از طرح معکوس حافظ گروه، معادله )      ي ها گام ( با  4اسدددت

براي  پس شود. معکوس در زمان حل می صورت بهزمانی منفی 
سيل    ستگاه معادلات دیفران معکوس معادله  صورت بهبعدي  nد

 شود:( به شکل زیر نوشته می4)
 

nC = f(C, t), C t,  & ،، 
    (13) 

 

tمشخص در Cیینهابا یک مقدار   0، بازیابی  هدف

tدر زمان گذشته  Cمقادیر گذشته 0 باشد. همانند روش می
 دادهيجاشده هاي دیناميکی تقویتمستقيم، معادلات در سيستم

توان معادله بالا را به یک دستگاه دیناميکی افزوده شود. میمی
n 1 27[ بعدي تبدیل کرد[. 

 

(41)             

n n

T

f(C, t)
0

CC Cd

C Cdt f (C, t)
0

C



 
 

             
  

 

 

مسدددير با گام زمانی منفی براي   مانند روش مسدددتقيم ادامه 

دهد قبل را می شدددود که همان نتيجهروش معکوس نوشدددته می
ستقيم با این کار می  نیبنابرا ستگاه دیناميکی   مانند روش م توان د

nدر بعدي nاصددلی
R را به دسددتگاه دیناميکیn 1 بعدي در

n 1
M


و   A(j)با بسدددط دادن ماتریس    تی درنها  که  متناظر کرد  

شود که به  براي آن، معادله زیر حاصل می نمایی نوشتن نگاشت   
سيل معمولی  کمک آن می  صورت بهتوان به حل معادلات دیفران

 معکوس پرداخت.
 

 (51)      

j j j j j j

j 1 j j2

j

(a 1) f .C b || C || . || f ||
C C f

|| f ||


 
 

 

 

له فوق      عاد در م
j

C       مان نه در ز خا ظت رود و tغل
j 1

C


  
tغلظت در زمان  1 ها در این معادله سددایر پارامتر .باشدددمی

 .مانند روش مستقيم است

مستقيم و   صورتبهالگوریتم کلی حل معادله انتقال آلودگی  
 باشد.زیر می صورتبهمعکوس 

 

 ن ا ج و بحث

سه مثال جهت ارزیابی روش مستقيم و معکوس حافظ گروه 

دقت این روش را نشان  یخوببهاست. این سه مثال  شدهی طراح
انتقال آلودگی با  معادله پژوهشدر این  نکهیادهند. با توجه به می

هاي جریان محاسبه است، ابتدا باید پارامتر شده حلضرایب متغير 

-ها با حل معادلات جریان و با استفاده از مدلشود که این پارامتر

مشخصات رودخانه با توجه به  است. آمده دست بههاي موجود 
هاي است و با استفاده از مدل شده گرفتهنظر  هاي واقعی درمثال

هاي دبی، عمق، سرعت، مساحت جریان محاسبات جریان پارامتر
آمده است.  دست بهو دیگر پارامترها در نقاط مختلف رودخانه 

هاي مختلفی نيز جهت تعيين ضریب پراکندگی وجود دارد روش
است.  که در این پژوهش از روابط تجربی موجود استفاده شده

(، 4شکل )هاي هر مثال و ( مشخصات و سایر پارامتر1جدول )
( سرعت، ضریب پراکندگی و مساحت جریان نسبت به 6( و )5)

دهد.طول رودخانه را نشان می
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 ي عددي انتقال آلاینده در رودخانه با ضرایب متغيرسازمدلفرایند   3شکل 

 

 هاي هر مثالمشخصات و پارامتر  1جدول 

 دبی الگو آلاینده ضرایب هدف
/s)3Q(m 

 طول
L(km) 

 پارامتر/

 مثال

 /حل مستقيم

 دستشدت آلاینده و پروفيل مکانی در پایين بازسازي
 متغير

 مثلث دو قله

 )نامنظم( 
 مثال اول 20 15

 حل معکوس/ 

 شدت آلاینده و پروفيل مکانی در بالادست بازسازي 
 متغير

 نمایی دو قله 

 )نامنظم(
 مثال دوم 20 15

 حل معکوس/ 

 شدت آلاینده و پروفيل مکانی در بالادست بازسازي 
 متغير

 مثلث دو قله

 )نامنظم( 
 مثال سوم 20 15
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 ضریب پراکندگی در راستاي طولی رودخانه راتييتغ  5شکل                                 سرعت در راستاي طولی رودخانه راتييتغ  4شکل 

 

 
 منحنی سري زمانی غلظت آلاینده در مرز ورودي  7شکل               مساحت جریان در راستاي طولی رودخانه       راتييتغ  6شکل 

 

ابتدا با حل مستقيم طرح حافظ گروه با استفاده از سري  

سازي روش مستقيم و نشان دادن دقت عمل شبيه منظوربهزمانی 

شرایط مرزي غلظت ورودي به رودخانه مطابق این روش از 

( و شرط مرزي غلظت خروجی 7شکل )
x L

C
0

x 





نظر در  

ي براي ارزیابی این روش از سازهيشباست و پس از  شده گرفته

 Finite) تفاضل محدود (Fully implicit) حل عددي تمام ضمنی

difference) است. شده استفاده 

معکوس معادله انتقال آلودگی نياز به پروفيل جهت حل  
آوردن این پروفيل باید  به دستکه براي  طولی یا مکانی است

خاص از  زمان کهاي مشخص در یغلظت آلاینده در بازه
آید که در این پژوهش به دليل عدم دستيابی به  به دسترودخانه 

هاي واقعی، با استفاده از حل مستقيم پروفيل مکانی در زمان هداد
 عنوانبهخروجی مدل مستقيم  واقع در .آیدمی به دستانتهایی 

-صحت منظوربهشود و ورودي مدل معکوس در نظر گرفته می

سازي مدل معکوس و بازسازي از شبيه پس سنجی مدل معکوس،

صل از مدل معکوس نتایج حا هاي مختلف،پروفيل مکانی در زمان
با توجه به اینکه برداشت هرگونه شود. با مدل مستقيم مقایسه می

ي ريگاندازهنيست براي محاسبات و  ریپذامکاناي بدون خطا داده
 گرفتههاي مختلفی در نظر ها ميزان خطاشدت آلاینده در این مثال

ها به نتایج حاصل از روش مستقيم که ورودي است. این خطا شده
نزدیک  آمدهدستبههاي تا پاسخ شده اعمالوش معکوس است ر

درصد به پروفيل  15تا  5 يخطابه واقعيت باشند. به همين منظور 
در انتها است.  شده اعمالمکانی غلظت آلاینده در زمان انتهایی 
هاي خطاي آماري نظير براي مقایسه این دو حل از شاخص

 (RMSEمربع خطاها )جذر ميانگين  (2Rضریب همبستگی )
( MREي نسبی )درصد خطا( و MAEميانگين خطاي مطلق )

 است. شده استفاده
 

با  مثال اول:  اربرد طرح م  ق م  افظ  رو  در رودخانه
ارزیابی طرح مستقيم  منظوربهاین مثال  . اس فاد  از سری زمانی

است. در این مثال رودخانه پس از  شدهی طراححافظ گروه 
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متري و اعمال غلظت ورودي در مرز  400بازه  39تقسيم به 
است. در این  شده محاسبههاي مختلف در بازه غلظت ،رودخانه

( و 0.83(، )0.33(، )0.10شده ) بعدیبمثال مدل در چهار زمان 

است.  شده داده( نمایش 8و نتایج در شکل ) شدهي سازهيشب( 1)
تمام ضمنی تفاضل محدود  همچنين نتایج ارزیابی با حل عددي

 ( آورده شده است.2جدول )هاي آماري در با استفاده از شاخص

( دقت طرح مستقيم حافظ گروه در حل 8با توجه به شکل ) 
متغير در رودخانه بسيار خوب  بیضرامعادله انتقال آلودگی با 

شود این حل انطباق ( مشاهده می8که در شکل ) طورهمانبوده و 

خوبی ها بهکاملی با حل تمام ضمنی تفاضل محدود دارد. قله نسبتاً
ها در زمان نيز خللی در بازسازي قله باگذشتاند و بازسازي شده

است و انطباق این دو روش در  دست رودخانه ایجاد نشدهپایين

که در  طور همانسازي حفظ شده است. هاي شبيهتمام زمان

اري نيز دقت بالاي این شود شاخص آم( مشاهده می2جدول )
 MREو  MAE ،RMSEدهد. مقادیر بسيار کم روش را نشان می

دقت بالاي طرح  دهندهنشان 1به  2Rو همچنين ميل کردن مقدار 

کامل این روش با روش تمام  نسبتمستقيم حافظ گروه و تطابق 
 باشدضمنی تفاضل محدود می

 

 هاي آماري مثال اولشاخص  2جدول 

 آماريشاخص  مقدار

0.05 MAE(kg/m3) 

99.997 R2(%) 

0.02 RMSE(kg/m3) 

0.23 MRE(%) 

 

 

 
 

 مقایسه طرح مستقيم حافظ گروه با روش تمام ضمنی تفاضل محدود  8شکل 
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با  مثال دوم:  اربرد طرح معکوس  افظ  رو  در رودخانه

ها هميشه به اینکه ثبت داده با توجه  .از پروف ل مکانی اس فاد 

معکوس ي ورودي مدل هاداده يروداراي خطا است، بنابراین بر 

تصادفی  کاملاًصورت درصد خطا به 15تا  5پروفيل مکانی( )

ها را در پاسخ مشاهده کرد. اثر این خطا بتواناست تا  شده اعمال

ورودي مدل معکوس با استفاده از در این مثال پروفيل مکانی 

 آمده دستبه( 9در شکل ) (Initial conditions) شرایط ابتدایی

,C(0 است و شرایط مرزي ورودي t) 0  و شرایط مرزي در

انتها
x L

C
0

x 





نتایج  دوم است. در این مثال شده گرفتهدر نظر  

 ( آورده شده است.1( و )0.6(، )0.25شده ) بعدیبدر سه زمان 

( و پس از اعمال 10بدون در نظر گرفتن خطا در شکل ) جینتا

 داده( نمایش 11بر روي ورودي مدل در شکل ) %15 درصد خطا

هاي آماري با حل مستقيم با استفاده از شاخص مدل است. شده

 است. شده ارائه( 3که نتایج در جدول ) شده یابیارز

 هاي مختلف مثال دومدر حالت هاي آماريشاخص  3جدول 

error 

15% 
error 

10% 
error 

5% 
error 

0% 
 شاخص خطا/

0.77 0.59 0.38 0.19 MAE(kg/m3) 

94.04 95.89 97.01 99.62 R2(%) 

0.39 0.25 0.17 0.08 RMSE(kg/m3) 

12.56 8.75 6.39 3.54 MRE(%) 

 

 
 ابتدایی( مدل مستقيمشرایط ) یمکان ليپروف  9شکل 

 

 مقایسه طرح معکوس حافظ گروه با روش مستقيم   10شکل 

     بدون اعمال خطا

   

 مقایسه طرح معکوس حافظ گروه با روش مستقيم   11شکل 

 %15با اعمال خطا 

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1
1.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

C
/C

m
ax

x/L
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در این مثال چون مدل مستقيم با استفاده از شرط ابتدایی  
است مدل معکوس محدودیت زمانی در اجرا مدل  شده اجرا

کامل صورت گرفته است.  طوربهندارد و بازسازي مدل بازگشتی 

چه زمان  ( پيداست هر11و  10هاي )که از شکل طور همان
 باشود میگذرد دقت محاسبات کمتر سازي میبيشتري از شبيه

ها با دقت بسيار خوبی شود قلهکه مشاهده می طور همان حال نیا

تواند به عواملی همچون تعداد اند. دقت مدل میبازسازي شده
سازي، از بين رفتن اثر الگوي هاي مکانی و زمانی، زمان شبيهگام

هاي ماده آلاینده در رودخانه بستگی دارد که به دليل تعداد کم گام

گذشت زمان نتيجه بسيار  و از بين رفتن اثر دو قله غلظت با زمانی
خوبی حاصل شده است. یکی از نقاط قوت این مدل عدم نياز به 

دليل باشد که به هاي زیاد میبندي رودخانه به تعداد بازهتقسيم

مزیت مهم  کی نیامشکل بودن برداشت داده در طول رودخانه 
( 11و  10هاي )مقایسه شکل طور که از شود. همانمحسوب می
هاي ورودي شده بر دادهشود با افزایش خطاي اعمالمشاهده می

شود. مدل معکوس ميزان دقت بازیابی الگوي آلاینده کم می
دهد با افزایش خطا ( نيز نشان می3ي جدول )هاستونمقایسه 

کند و از ميزان افزایش پيدا می MREو  MAE ،RMSE ریمقاد
2R کاهش دقت  دهندهنشانشود که این تغييرات نيز کم می

باشد. همچنين با اعمال خطا، محاسبات با افزایش خطا می
هاي انتهایی رودخانه در زمان دستنیيپانوسانات غلظت در 

شود که با افزایش خطا این نوسانات بيشتر سازي مشاهده میشبيه
هاي صشود. براي نشان دادن دقت روش، نتایج مقایسه با شاخمی

که در جدول  طورهمان( آورده شده است. 3آماري در جدول )
 MREو  MAE ،RMSEشود شاخص آماري ( مشاهده می3)

دهد مقادیر کمی دارند که دقت خوب روش معکوس را نشان می
تطابق خوب این دو روش  دهندهنشان 2Rهمچنين مقدار بالاي 

نتایج خوبی را باشد و حتی این مقادیر هنگام اعمال خطا نيز می
دهد که بيانگر این است که در صورت به وجود آمدن نشان می

شود و نتایج بسيار قابل ی بازسازي میخوببهخطا، الگوي آلاینده 

 آید.می به دستقبولی 
 

با  مثال سوم:  اربرد طرح معکوس  افظ  رو  در رودخانه
 با توجه به الگوي سري زمانی غلظت  .اس فاد  از سری زمانی

شکل ها( آلاینده )غلظت در مکان ابتدایی رودخانه و در تمام زمان
سازي مدل مستقيم، پروفيل مکانی در زمان انتهایی که و شبيه (6)

آید. در این مثال می به دستمعکوس است  ورودي مدل واقع در
( آورده شده 1( و )0.66(، )0.35) شده بعدیبنتایج در سه زمان 

 بازه 39پس از تقسيم به  نظر موردخانه این مثال رود در است.

-، شبيهريمتغ بیضراهاي جریان و متري و اعمال پارامتر 400

نتایج مدل که  آن از پساست و  گرفته انجامسازي عددي مدل 
( و 13( و )12شکل )در  آمدهدستبههاي مختلف با درصد خطا

ی ابیارزهاي آماري با حل مستقيم با استفاده از شاخص سپس مدل
 است. شده ارائه( 4در جدول ) جینتاکه  شده

 

 مثال سومهاي مختلف هاي آماري در حالتشاخص  4جدول 

error 

15% 
error 

10% 
error 

5% 
error 

0% 
 خطا/ شاخص

0.91 0.73 0.56 0.26 MAE(kg/m3) 

92.09 94.81 95.14 99.22 R2(%) 

0.45 0.31 0.24 0.11 RMSE(kg/m3) 

14.3 10.2 8.2 4.6 MRE(%) 
 

اینکه زمان مدل مستقيم بيشتر از مدل معکوس  رغم یعل 
سازي نيمی از زمان بوده است، مدل معکوس تنها توانایی شبيه

است یعنی آن قسمت از رودخانه که غلظت از مرز ورودي وارد 

 واقع درگيرد که شود بازسازي برگشتی صورت میرودخانه نمی
 12که از شکل ) طور همان. هستترین محدودیت این مدل مهم
ی صورت گرفته است و خوببه( پيداست روند بازگشتی 13و 

هاي که از شکل طور همان. اندشده يبازسازها با دقت خوبی قله
گذرد سازي میچه زمان بيشتري از شبيه ( پيداست هر13و  12)

شود که این کاهش دقت هنگام تشکيل میدقت محاسبات کمتر 

( 13و 12با توجه به شکل )ها در زمان انتهایی نيز معلوم است. قله
بر روي  شدهاعمالمشهود است که هرچه درصد خطا  کاملاً

پروفيل مکانی بيشتر شود بازسازي مدل برگشتی با دقت کمتري 

و  MREو  MAE ،RMSEهمراه خواهد شد. کاهش مقدار 
2Rافزایش مقدار 

دهد. گفتنی است ی این امر را نشان میخوببه 
دهد که این مقادیر هنگام اعمال خطا نيز نتایج خوبی را نشان می

بيانگر این است که در صورت به وجود آمدن خطا، الگوي آلاینده 
آید. می به دستشود و نتایج بسيار خوبی ی بازسازي میخوببه

 دستنیيپاال خطا، نوسانات غلظت در همچون مثال قبل با اعم

شود که با سازي مشاهده میهاي انتهایی شبيهرودخانه در زمان
شود. براي نشان دادن دقت افزایش خطا این نوسانات بيشتر می
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( آورده 4هاي آماري در جدول )روش، نتایج مقایسه با شاخص
شود شاخص ( مشاهده می4که در جدول ) طورهمانشده است. 

مقادیر کمی دارند که دقت خوب  MREو  MAE ،RMSEآماري 

 2Rدهد همچنين مقدار بالاي روش معکوس را نشان می

، MAEافزایش  باشد.تطابق خوب این دو روش می دهندهنشان
RMSE  وMRE  2کاهش وR دقت  کاهش افزایش خطا، براثر

معکوس  بر شرط ابتدایی مدل شدهاعمالافزایش خطا  براثرمدل 

دهد.را نشان می
 

 
 

 
 

 مقایسه طرح معکوس حافظ گروه با روش مستقيم   12شکل 

 بدون اعمال خطا

  

 

 مقایسه طرح معکوس حافظ گروه با روش مستقيم   13شکل  

%15با اعمال خطا 
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   رین  جه

آمدن شدت آلاینده، از حل  به دست منظوربهدر این پژوهش 
متغير در رودخانه استفاده  بیضراعددي معادله انتقال آلودگی با 

شد. سه مثال جهت ارزیابی این روش طراحی گردید که در مثال 
 اول با استفاده از شرط اوليه )مثلث دو قله( دقت مدل مستقيم

نشان داد روش  آمده دست به جینتامورد ارزیابی قرار گرفت که 

مستقيم تطابق بسيار زیادي با روش تمام ضمنی تفاضل محدود 
دارد. در مثال دوم به ازاي شرط اوليه و با استفاده از روش مستقيم، 

ورودي مدل معکوس  عنوانبهآمد که  به دستپروفيل مکانی 
هاي سازي با اعمال درصد خطااستفاده شد. در این مثال نيز شبيه

درصد بر روي پروفيل مکانی صورت گرفت و نتایج  15و  10، 5
کاملی تشکيل شدند که با  باًیتقر طوربهها حاصل نشان داد که قله

توجه به از بين رفتن اثر دو قله، نشان از قدرت و توانایی مدل 
دهد. از خروجی مثال اول س در تشکيل الگوي آلاینده میمعکو

در این مثال با استفاده  ورودي مثال سوم استفاده شد که عنوانبه
 از طرح معکوس حافظ گروه بازسازي مدل برگشتی انجام گرفت.

 15و  10، 5هاي ي صورت گرفته با اعمال درصد خطاسازهيشب

ها ر تمام حالات قلهبر روي ورودي مدل معکوس انجام شد که د
هاي آماري با دقت بسيار خوبی تشکيل شدند و نتایج شاخص

دقت این روش را نشان داد. با توجه به این سه مثال دقت خوب 

طرح حافظ گروه در تشکيل تابع شدت آلاینده در رودخانه و 
است. این مدل همچنين  مشاهده قابلبازسازي پروفيل مکانی 

هاي مختلف که ل مکانی غلظت در زمانامکان نشان دادن پروفي

تحولات و تغييرات مکانی توزیع غلظت  کمک شایانی در مشاهده
-. این روش مشکلاتی همچون انتخاب و بهينهاست ادار راکند می

سازي ترم پایداري که به دليل عددي بودن این روش است را 

ندارد که همين دليل باعث بالا بردن سرعت و کم کردن خطاي 
هاي دیگر شود. علاوه بر موارد فوق یکی از مزیتتمالی میاح

هاي کم در طول این روش، عدم نياز به تهيه داده در تعداد بازه

باشد که به دليل دشوار بودن این کار یک مزیت مهم رودخانه می
به دليل سرعت و دقت زیاد این مدل  تینها درشود. محسوب می

 از شود.یی در زمان میجوصرفهو ساده بودن محاسبات باعث 
توان به عدم توانایی در بازسازي هاي این روش نيز میمحدودیت

سري زمانی اشاره کرد.
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