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  چندضلعي غيريكنواختهاي با المان  چند هدفه سازي توپولوژي بهينه نمودار پارتو در بخشي بهبود

  
  )2( بهروز احمدي ندوشن                        )1(مهناز اكبرزاغي

  
گيـري  ي اوليـه شـكل   معرفي فضاهاي خالي در سازه است. اين موضوع ايده ها، براي كاهش وزن سازههاي پيشنهادي  ز روشيكي ا  چكيده

ي ايجـاد   شـود، مسـئله   هاي چهارضلعي مشاهده مـي سازي توپولوژي با المان . يكي از مشكلاتي كه در مسائل بهينهاست سازي توپولوژي بهينه
دهد. يـك   ي شطرنجي را كاهش مي ، ايجاد پديدهكه تخمين بهتري از دامنه پيوسته ارائه دهدسازي  گسسته يطوركل به. استي شطرنجي  پديده

دو مثـال بـا    ،هاي چندضلعي است. در اين مقالـه سازي توپولوژي استفاده از المان ي شطرنجي در مسائل بهينه راهكار براي جلوگيري از پديده
و  شـده   تحليـل چندهدفه سازي توپولوژي هاي چندضلعي غيريكنواخت در بهينهالمانكاربرد بررسي  دامنه طراحي محدب و غير محدب براي

  .مي باشند پارتو با المان غيريكنواخت  بهبود نمودار دهنده كاهش زمان محاسبات ونتايج نشان 
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Improvement of Pareto Diagrams in Topology Optimization Using Unstructured 
Polygonal Finite Element 

 
M. Akbarzaghi                            B. Ahmadi-Nedushan 

 
Abstract One of approaches in weight reduction of structures is introduction of gaps in the design 
domain. This basic idea has led the formation of topology optimization algorithms. One of the problems 
frequently seen in topology optimization problems using common elements such as square or rectangular 
elements is the checkerboard phenomenon. Generally speaking, any discretization scheme that can better 
estimate the continuous design domain results in reducing the checkerboard phenomenon. In this article, 
the unstructured polygonal finite elements are used for discretization of design domain. Two examples 
corresponding to convex and nonconvex design domains are investigated and improved results and 
Pareto charts are presented in comparison to results obtained from using the square elements. The 
results demonstrate that using polygonal elements results in preventing the checkerboard phenomenon 
and reduction of computation time. 
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ممكن )6 ( شكل
مشك اين و اشد
مجاو مرز خش

90 

مهن نشرية

:آيد مي

)3    (

كه  
دهد مي

اگ. گردد
مشخص

ةرابط با
)4    (
  

در  
بنابراين
مر روي
  :است

)5    (

در  
x dمانند x)

بايد نسب
  

 
5 شكل

هم  
كرد كه
ش مطابق
نبا كافي
بخ دو هر
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ردوسي

  

  
 

  
   لويد

 ةلي

 اسـت      
ــاي ي  ه
 بـاهم  

 توابـع   
منظور  

ت بـر   
ي ايـن   
ارد بـا       
ه ايـن   
ه مركز 
 حـدود 
-ريـب 

 مهندسي عمران فر

ɛيد  =0.002301  

ɛد  =0.0004850 

 به تكرار الگوريتم

يوس بهب سازي 
  متريك

ويـد مشـخص
چندضــلعيرت 

ها آنع و شكل 
سـازيتقريـب 

شود.ستفاده مي
ه همه محاسـبات

بـراي .گيـرد مـي  
 المـان اسـتاندا

شود كـهيف مي
يگاهي است كه

مح المان فرمول 
تقر و شـكل  ـع 

 نشرية

  

ر دهم الگوريتم لويد
  

  

 آخر الگوريتم لويد
  

  

ش انرژي با توجه
  

شكل و تقريب
هاي ايزوپارام
يج الگـوريتم لو

ــهــده صــور، ب
د و تعداد اضلاع

براي ت ن مقاله،
يزوپارامتريك اس
ك اين است كه

انجـام مكساني 
ξ بـر روي يـك = ξ 	, ξ تعري
 مختصات گراني
آن المان است.

توابـع يـابي درون

تكرار  8 شكل

تكرار  9 شكل

نمودار كاهش  10 ل

ررسي توابع ش
المان

كه از نتـاي طور ن
ــان ايجادشـ يه

كنواخت هستند
. در اينت است

هاي اياز المان ل
مان ايزوپارامتريك
ي توابع شكل يك

 ـ ع شـكلر تواب
ξصات ) ∈ Ω

مختصات نوعي
گاه، مركز جرم آ

د شامل كه ضلعي

 

 و ي
 

 رت
 y  

. ست
 y ي

 عـد
 راف
 ژي

ε P  

 از 
 ـان

ε  
 ـوان

[1 .
 ريتم
 جـاد
 وبي
 رژي
 ـف
 شـود

 از ر

 

شكل

بر

همان
ــان الم
غيريك

متفاوت
شكل
از الم
مبناي
منظور
مختص
نوع م
دستگ

N ضل

ثقلـي نقاط وعه
.باشد رسيده ي

صـور به قسمت
y:گردد مي اوليه = y 	→ y :=
اس Ω روي شده
ي نقطـه  هـر  ،ده
بع. است مرتبط ز

انحـر قبلـي،  ط
انرژ تابع توسط

P, Ω) = ∑
متـوالي تكـرار 
نشـ زيـر  رابطـه

P , ∆) ≤ ε
عنـ بـه  توانـد  ي

[0 شـود  ـاهده

الگـور تكرار ش
ايج تـري  واخـت

خـو بـه  )9( تـا  
انـر تابع كاهش
مختلـ هـاي  كرار

شـ مـي  مشاهده 
بيشـتر اول هاي

ɛ =0.4192  

 مدي ندوشن

 ،1397

مجمو با اصلي ط
همگرايي به ينكه

هر ثقل مركز ،
=نقاط جايگزين  )∩ )∩
ش تعريف چگالي 
ايجادشـد هاي ي

نيزyc  ثقلي قطه
نقا جاي به yc  ط

ورونوي، ناحيه
μ  :شود مي يري x)‖)∩

  

در انـرژي  تابع
ر در كـه  يابد مي

          P , ∆)
مي لويد لگوريتم

مشـ انرژي تابع 
افزايش با بندي ش

يكنو هـاي  مان
)7( شـكل  در ي 

كمقدار همچنين
تك در شده توليد 

و است شده اده
تكراره در نرژي
  ].11[ ست

  

ول الگوريتم لويد
  

بهروز احمد -رزاغي

و يكم، شمارة دو، 

نقاط كردن گزين
اي مگر بعد گام 
لويد، الگوريتم ر

و شود مي اسبه
                  

چ تابع μ(x) آن ر
بندي تقسيم در ،و

نقط با زمان هم ده
نقاط شدن گزين

ن هر در وليدشده
گي اندازه زير طه
   x − y‖ dx		
ت كه شود مي ده
م كاهش لويد م
  :است ه
                  
الگ كه معني اين 

براي نزولي ش
مش كه شود مي 

الم و يابد مي بود
ويژگـي اين و د

ه. است شده ده
ت نقاط انحراف ز

دا نشان )10(ل 
انر تابع كاهش ر
است آن بعدي ي

تكرار ا  7 شكل

مهناز اكبر
 

  سال سي

جايگ. 3
به رفتن
در  
محا زير

)6(    

در  
رو ازاين

توليدشد
جايگ از

تو نقاط
رابط طبق

)7  (  

يدد  
الگوريتم

شده داده
)8    (

به  
روش يك

مشاهده
بهب لويد
گردد مي

دا نشان
از ناشي
لشك در
ارمقد كه

ها تكرار
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 ي سئله
 ،يگاه 
 تيقعو

د، امـا   
سـازه   

خـاب   
 دهنـده 

. باشد ي
 گـر ي د 

كاهش 
[.  

وژي به 
وپيـك    
ــواد   م
 شـود       
راحـي     
ريبـاً از   

 نيتـر  ل 
ســئله)، 
سـته و  
ب بـه  
يي كه 
سـختي    

زير  ت

E x)  

. سـت 
 چگـالي 
 كنـد و 

همـان  
. باشد ي
 كي  ن
مـورد   

كـه در  

زي توپولوژي چند

و يكم، شمارة دو  

در مس نيمع يها
گ هيتك طيه، شرا

مو رينظ ييها ت
باشـد مشـخص   

ي دهنده ليتشك
درواقـع انتخ يژ 

د ليتشك ي نواح
يسازه م دهنده ل
بـا سهيدر مقا 
از مصالح را ك ي

[1] وردار است

 طراحي توپولو
ي مـواد ايزوترو

ــه از را ــاطي ك
سـتند مشـخص
جـرا، نتـايج طر

راحـي تقري ط  
متـداولباشـد.   

ئل (اصــلاح مس
مقادير گسس يا

ي ميل دادن جواب
ها يكي از روش

ل دارد مـدل س
صورت بهكه  ست

) = ε + 1 −
ا متغير طراحي 

چ اسـت كـه  ن  
ك يابي مي درون 
هP و  اسـت ام  

يمقادير گسسته 
آانتخاب  ةنحو 

)12 (شـكل  ب   
ك 3×1با ابعـاد   

سازي  پارتو در بهينه

سي سال 

ه تي. تنها كمت
وارد يبارها ،ي

تي است محدود
زي ـو توپر ن يل

ت ياجزا نيط ب
توپولـوژ يسـاز 
ارتباط ي نحوه

ليتشكه اعضاء
نكهيا ليبه دلي 
يشتريحجم ب ي
برخو ييبالا تيم

قبلاً بيان شد در
بـراي  كـان بهينـه

ــ ــد نق ــي باي يعن
ضـاي خـالي هس
ت سـاخت و اج
 كه تمـام فضـاي

شده ليتشكلي 
گونــه مســائ يــن

جا بهدير پيوسته
عي جريمه براي

. ي[13] است) 1
مسـائل گونه نيا 

اس SIMP مدل 

  − ε)ρ x) 	E 		
  

چگالي و تابع 
ايـن، شـده  ـتفاده 

Eو  0 را بين 
iالمان  وليه در

دن جواب به مقا
رامتر جريمه و

ـا دامنـه محـدب
MBBتير . ست

نمودار بخشيهبود

است يمرز ياح
يتوپولوژ يساز

م سازه و ممكن
توخال ياد نواح

ه، شكل و ارتباط
س نهي. بهاستول
( يتوپولوژ مان

)، شكل و انداز
توپولوژي يساز
يساز نهيبه يها ش

از درجه اهم هد
طور كه ق همان

 پيدا كـردن مك
، يهســتيم شــده

يـا فض  شـده  لي
نين براي سهولت

به نحوي باشد
ي توپر يا توخال
ه بــراي حــل اي
گزين كردن مقاد
س استفاده از نوع

1-0ر گسسته (
ي مؤثري براي

يا شده مهيجري
  :[13] شود مي

       , p 1
ρدر اينجا  x)
اسـ ρ اينكـه از  

وصيات مصالح
اتريس سختي ا

ميل داد يبرامه
 براي بررسي پا

بـ  MBBتيـر  ة
قرارگرفته اسسي

بهب

 رت

co   

  ن

 رت

N  

α  

خـل

ي ــه
ر را
ـتند

 راي
لعي
، ـث

 ي

 مان
رده

به نوا
س نهيبه

حجم
و ابعا
اندازه
مجهو
زم هم

سازه)
س نهيبه

روش
ده يم
 

دنبال
ش داده
ليتشك
همچن
بايد ب
نواحي
شــيوه
جايگز
سپس
مقادير
اييكار

نسبي
بيان م

)12(

 
دليل
ما Eخصو
جريم
حال
ةمسئل

بررسي

  .گرددمي
n  صور بهضلعي

os , sin

  
با آ شده ساخته يا

صـور بهام  iگره

ζ) = )∑
  شود: مي

ζ) = ,
ـت رئـوس داخ

ل در امتــداد لبــ
 دلتـاي كرنـوكر

هسـ منفي غيرل

تواند بـركل مي
ضـل nراي هـر

تر ايـن مبحـمل
 ردند.

يساز نهيبهدر 
  فه
ديكردن چ دايپ

وا ينتقال بارها

 وسي

م بررسي متريك
n هاي رأس نتظم

 
  , cos , sin
  

  

ها مثلثك المان و
  

شكل مربوط به گ
  ):11شكل

  

                )
  

زير تعريف رت
  

   , ) , , )
  

ث بـا موقعيـثل ـ

توابــع شــكلــه
اصـيتتند و خ 

چنين توابع شكل
  باشد.ك مي
توابع شك خواص،

بـروپارامتريـك
راي توضيح كام

گرارجاع مي 12]
يضلعچند ي
چندهدف يلوژ
يتوپولوژ يساز
ان يبرا نيمع هي

ندسي عمران فردو

ايزوپاراما المان 
ضلعي منت nاي 

 شوند:يف مي

          , …

تصويري از يك  11

شك يابي تابعرون
شود (شيف مي

                  

αن  ζ) صور به

                  

مساحت مث Aه 
  باشد. ي

ديهي اســت كــ
خطي هسـتن عي
كند و همچ مي
ها برابر با يك آن

 توجه به اين خ
هـاي ايزو نقشه

بر  استفاده شود
[2مرجع  به گان

يبنداده از مش
توپول

سا نهيدر به يصل
يسازه در ناح ك
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سازي با
بر  

زير تعر

)9    (

 شكل

در  
زير تعر

)10   (

كه در آن

)11   (

كه  
پرانتز مي

بــد  
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برآورده
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كي نهيبه
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1397و يكم، شمارة دو،   سال سي   نشرية مهندسي عمران فردوسي  

 نيوتـون  1بار وارده سازي توپولوژي با اكثر مقالات بهينه
و نسـبت پواسـون   نيوتون بـر مترمربـع    1و مدول يانگ 

و بـراي اينكـه    [1,3,14,15] شـود مي گرفتهدر نظر  3/0
ها مقايسـه نمـود، در ايـن    بتوان با ساير مقالات و روش

بـراي   .اسـت  قرارگرفتـه مقاله همين مثال مورد بررسـي  
ــدي از  مــش المــان تــنش مســطح چندضــلعي   3000بن

نتـايج حاصـل از دو روش    اسـتفاده شـد.   كنواختيريغ
آورده شـده   )1( تابع جريمه پيوسته و گسسته در جدول

  است.
  

مقايسه پارامتر جريمه گسسته و پيوسته در دامنه محدب   1 جدول
  MBBتير 

 جريمه تابع هدف

175/187  
136/187  
294/194  
808/193  

993/198  

617/198  

761/201  

769/200  

932/206  

814/206  

998/212  

894/211  

5/1
[ 5/1-1 ] 

2 

[ 2-1 ] 

5/2  
 [ 5/2 -1 ] 

3 

[ 3-1 ] 

5/3  
 [ 5/3 -1 ] 

4 

[ 4-1 ] 

شود، نتايج مشاهده مي )1( لكه از جدو طور همان  
نسبت بـه پـارامتر   جريمه پيوسته  پارامتراز  آمده دست به

در نتيجـه  و  دهـد ارائه مـي  ياعداد بهترجريمه گسسته 
 شـده  اسـتفاده جريمـه پيوسـته   پـارامتر  اين مقاله از  ادامه
  .است
 طور به چند هدفچندهدفه،  سازينهيمسائل به در  
و توابــع هــدف در مســائل  شــوند يمــ نــهيبه زمــان هــم
 نـه يكم معمـولاً  يمربع يبندچندهدفه با مش يساز نهيبه

كـردن   نهيش ـي، ب[16] كـردن حجـم   نهيو كم يكردن نرم
 ريــز مكــان رييــتغكــردن حــداكثر  نــهيكم ژه،يــمقــدار و
بـه   يريپـذ  انعطـاف ، حـداكثر كـردن   [17] هـا  يبارگذار

 بـرخلاف . دنباش ـ يم ـ رهيو غ [18] يحداقل رساندن نرم
 يســاز نــهيبهمســائل تــك هدفــه،  يســاز نــهيبهمســائل 

 ـاندارند و بلكـه در   يچندهدفه، حل واحد كل  گونـه  ني
پارتو  نهيدسته جواب به صورت بهجواب مسئله  ،مسائل

 و حجـم  يدو تـابع هـدف نرم ـ   مقاله، درشود. ارائه مي
  شود: در نظر گرفته مي زير صورت به
)13         (                           f = J ρ, u) = f u  
)14         (                          f = V ρ) = ρdv  

 يكه بـه چگـال   است يتابع هدف نرم fدر آن  هك  
تـابع   fوابسـته اسـت و    يي) و جابجـا يطراح ـ رييتغم(

 .اسـت وابسـته   يباشد كه فقط به چگـال يهدف حجم م
سازي توپولـوژي دو هدفـه بـا توابـع     براي رديابي بهينه

و نزديك به  شده استفادهلب تم افزار نرم، از شده مشخص
خـط   216كـه  است  شده نوشتهمربوطه  ةبرنامخط  450

 190يكنواخـت و   ضـلعي غيـر   بندي چنـد  مش مربوط به
خط مربوط به تعريف توابـع هـدف و رديـابي نمـودار     

خط مربوط به  50هدفه و حدود پارتو در توپولوژي چند
بعـد از   .باشـد  يم ـمختلـف طراحـي    يهـا  دامنهتعريف 
مربوطــه، بــا دادن هــر دامنــه طراحــي  يكــدهانوشــتن 

 نتـوا  يم ـ(محدب و غير محدب) با هر شـرايط مـرزي   
  نمودار پارتو و نتايج آن را به دست آورد.

يك دامنـه محـدب گفتـه     ℝاز فضاي  Ωبه دامنه   
و  Ωاز  yو xشود هرگاه براي هر دو نقطـه از دامنـه   مي
0هر  ≤ t ≤   .زير برقرار باشد ةرابط 1

)15                                   ( 1 − t)x + ty ∈ Ω  
  

را بـر اسـاس توابـع     تيـر  ،MBBتير  مثالادامه  در  
ــردقــرار مــي يموردبررســو حجــم  ينرمــ  طي. شــراگي

 )12(ل در شك يموردبررس ةساز يگاه هيتكو  يبارگذار
 يســاز نــهيبهحاصــل از  جياســت و نتــا شــده مشــخص
   ارائه گرديده است. )2(ل جدودر  فههددو  يتوپولوژ

  



   هدفه...
 

 
 1397و، 

 هـاي  ر 
ن مواد، 
ـب را     
وچـك  
شـوند.  
كـه در   
ـه هـم     
ولوژي 
  .گيرد

  

  

  

  

 

زي توپولوژي چند

و يكم، شمارة دو  

در كسـرسـتيم.     
ي چيدمان نحوه

ي نهـايي مناسـ
جمي كو كسرح

ش زه حـذف مـي    
شـود ك ـده مـي    

قـاط نسـبت بـ
اسب بهينه توپو
گ نمودار قرار مي

  9/0جمي: 
 4/128  

  75/0مي: 
 7/139  

  6/0جمي: 
 7/163  

  4661/0ي: 
 4/203  

  3523/0ي: 
 7/282 

سازي  پارتو در بهينه

سي سال 

لـف روبـرو هس
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 ريت رايآمده بدستبا توجه به نتيجه به   
serpentine بندي توان از مششود كه ميمشاهده مي

آوردن طرح توپولوژي  به دستغيريكنواخت براي 
هاي غيرمحدب استفاده كرد و نمودار پارتو را براي دامنه

هاي غيريكنواخت ميرديابي نمود. با استفاده از المان
محدب و يا داراي راحتي هر دامنه طراحي غيرتوان به

. يكي از نمودبازشو را مدل كرد و نتايج را بررسي 
هاي يكنواخت، مشكل از شبكهمشكلات استفاده 

دادن سازي دامنه طراحي و دقت در نشانگسسته
هاي چندضلعي بارگذاري و شرايط مرزي است كه المان

-سازي انعطافيكنواخت، با فراهم كردن گسستهغير

سازي تواند در گسستهي پيچيده، ميهاپذيرتر در دامنه
همچنين با توجه  .باشد كارآمدترسازي توپولوژي بهينه

شود كه افزايش تعداد المان شاهده ميم )18( به شكل
 ةتوان براي دامنزيادي ندارد و مي ريتأثنتايج  يبر رو
قبولي با تعداد المان كمتر به نتايج قابل نيز محدبغير

  .افتي دست
 

  يريگ جهينت
در  يسازنهيبه تيروز بر اهمبهروز نكهيتوجه به ا با

- به دنبال راه . مهندسين سازهشوديمها افزوده سازه

 نهيسازه به افتني يبرا يمناسب و اقتصاد هايكار
- چند يها با المان يبند مش. استفاده از روش ندهست

كند كه هر يم جاديامكان را ا نيا كنواختيريغ يضلع
را بتوان  يگاههيتك طينوع سازه با هر شكل و شرا

با . كردو سپس بهينه  يمدل نموده و مش بند يراحت به
 مختلفي كه صورت گرفته است، يها يبررساستفاده از 

 يبندمش نياز ا استفادهبا  يتوپولوژ يساز نهيبهنتايج 
و  عمل نموده ي مربعيهايبندتر از مشمناسب اريبس
، غيراقتصادي استروش  كيكه  نگيلتريبه ف گريد
بندي غيريكنواخت به دليل كاهش مش. ستين يازين

، (سوم ( كيزمان اجراي برنامه تا بيش از 
ضلعي بندي چندو با مش است صرفه به مقرون

هاي توان با تعداد المان كمتر، جوابغيريكنواخت مي
استفاده از  جهيدرنت آورد. به دسترا  يتر قبول  قابل
بندي با مش چندهدفه يتوپولوژ يساز نهيبه
  نسبت به  يتر قيدقبهتر و  يها حل راه، كنواختيريغ

و نمودار پارتو  دهد يمقرار  اريدر اختبندي مربعي مش
.دهداي را در اختيار كاربران قرار ميبهبود يافته
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