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جـرم و سـختي    سازه هاي بلنـد داراي  ارتعاش طبيعي هاي عيف شده جهت محاسبه فركانسمعادلات انتگرالي تض ،در اين تحقيق  چكيده

بـا سـختي   غيرمنشـوري   كنسول تيريك  آزاد معادله ديفرانسيل حاكم بر ارتعاش .نيروي محوري ارائه شده است تأثيرتحت  و متغير در ارتفاع
شـده  تبـديل  آن  ي انتگرال گيري پي در پي به فرم تضـعيف شـده  چهار مرتبه از طريق  ،نيروي محوري تأثيرو تحت برشي و سختي خمشي 

شـده اسـت. در    تبـديل  دستگاه معادلات جبـري خطـي  يك ، معادله انتگرالي به توانيمد شكل ارتعاش توسط يك سري با تقريب تابع  .است
. سازه مورد نظر در نرم افـزار  بدست آمده استسازه بلند  طبيعي ارتعاشنهايت با محاسبه جواب غير بديهي دستگاه معادلات ، فركانس هاي 

SAP-2000  و همچنـين نتـايج بدسـت آمـده از     در نـرم افـزار   مدل سـازي   يجبه كمك روش ارائه شده، نتامدل سازي شده و نتايج تحليل
 .با يكديگر مقايسه شده استروشهاي ساير محققين 

  
  .طبيعي ارتعاش فرم تضعيف شده، معادله انتگرالي، نيروي محوري، فركانس خمشي، -سازه بلند، تير برشي  كليديواژه هاي 
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Abstract In this paper, weak form integral equations is presented for dynamic response analysis of tall 
structures with variable stiffness and mass along the height under axial force. Through repetitive 
integration, the governing differential equation is converted into its weak form integral equation. The tall 
structure is modeled by a non-prismatic cantilever beam. By approximation of the mode shape function 
by a power series, the integral equation is converted into a system of linear algebraic equations. The 
natural frequencies of tall structure are calculated by determination of a non-trivial solution for system of 
equations. The analysis results are compared by those obtained from SAP-2000 software and other 
available references.  
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 مقدمه

توان به  هاي طبيعي را مي زيادي از پديدهرفتار تعداد 
يا مشتق جزئي  يكمك معادلات ديفرانسيل معمول

يك لاستاسازي كرد. به عنوان مثال ارتعاش تيرهاي  مدل
با خصوصيات جرم و سختي متغير به كمك معادلات 

 ل مي شود.ر مدديفرانسيل مشتق جزئي با ضرايب متغي

به دو دسته كلي روشهاي تحليل سازه بلند را مي توان 
تحليل اجزا محدود  : روشهاي2: روشهاي تقريبي و 1

از  ،يك سازه بلندتقريبي جهت تحليل . دسته بندي نمود
يك تير كنسول با مقطع متغير به عنوان جايگزين سازه 

مدلسازي سازه بلند توسط يك  اصلي استفاده مي شود.
تير جايگزين به كمك تئوري تقريبي تير جايگزين 

)Replacement beam  .با حل معادله ) انجام مي شود
فركانس هاي طبيعي  ،حاكم بر ارتعاش اين تير جايگزين

 .دنمحاسبه مي شوو توابع مد شكل ارتعاش سازه اصلي 
بنابراين تحليل تير جايگزين به جاي سازه اصلي داراي 

 ليتحل يروشهاساده سازي ها و تقريب هايي مي باشد. 
 نيگسسته استوار است. ا يمدلساز هياجزا محدود بر پا

به  يبه حل همزمان هزاران معادله خط ازيروش ها ن
 .سازه دارد ليتحل يو كاربرد يعدد جيمنظور ارائه نتا

 ليسازه بلند در نرم افزار تحل كي يدلسازم نيهمچن
 اريبس اديز يسازه ا يداشتن المان ها لياجزا محدود بدل

اجزا محدود  ليروش تحل نيبنابرا باشد. يم ريوقت گ
سازه بلند مناسب  كي قيدق ليو تحل ييمراحل نها يبرا
اين در حالي است كه روشهاي تقريبي تحليل  باشد. يم

به دليل سادگي و سرعت عمل بالا، در مراحل  ،سازه
. طراحي و تحليل مقدماتي سازه كاربرد دارند اوليه

 ليلروشن از تح ديد كي قيتحق نيروش ارائه شده در ا
و دقت  يكند. سادگ يارتعاش آزاد سازه بلند ارائه م

شود  يموجب م قيتحق نيروش ارائه شده در ا يبالا
 كي  يطراح يو مراحل مقدمات يبيتقر ليكه در تحل

 ينرم افزار قيدق يبه مدلساز يازيسازه بلند ( كه ن
جهت  ن،يباشد. علاوه بر ا دهوجود ندارد) قابل استفا

بر  يمختلف سازه ا يپارامترها تأثير زانيم يبررس
سازه بلند، استفاده  كي يكيناميو د يكيمشخصات استات

. با باشد يراحتتر و سرراست تر م يليتحل ياز روشها
و  يجهت مدلساز ازيتوجه به زمان اندك مورد ن

 ليروش در تحل نيمحاسبات در روش ارائه شده ، ا
 يبيتقر ليتحل جيشود. نتا يم عواق ديسازه مف يبيتقر
 قيدق يمدلساز يتواند در جهت كاهش خطاها يم

 حيصح نياجزا محدود، تخم ليسازه در نرم افزار تحل
و مشخصات مصالح  يسازه ا يالمان ها هيابعاد اول

  . واقع گردد ديو ... مف يمورد بررس
تاكنون تحقيقات زيادي در خصوص مدلسازي و   

در سال  تحليل تقريبي سازه هاي بلند ارائه شده است.
يك تئوري اصلاح شده  [1]و همكاران  قزاق 2012

براي تفكيك يك سازه بلند داراي سختي خمشي و 
برشي به دو زير سازه مجزا (يكي برشي و ديگري 

 پارك و همكاران 2014در سال خمشي) ارائه كرده اند. 
يك مدل تحليلي براي تحليل ديناميكي سازه هاي  [2]

ارائه كرده  ديوار برشي-قاب بلند داراي سيستم سازه اي
ديوار از يك ديوار برشي با رفتار -يك سيستم قاباند. 

خمشي به عنوان هسته و يك قاب خمشي با رفتار 
رهگذر و  2014در سال برشي تشكيل مي شود. 

فركانس هاي طبيعي يك سازه بلند مركب  [3] همكاران
از قاب لوله اي و ديوار برشي را به كمك روش 

در اين . محاسبه كرده اند B-Splineتوابع  گالركين و
تحقيق، معادله حاكم بر ارتعاش آزاد يك سازه بلند با 

 B-Splineوسختي خمشي به كمك توابع  سختي برشي
 2012در سال . به فرم ماتريسي آن تبديل شده است

فركانس طبيعي يك سازه بلند  [4] و همكاران كامگار
مركب از قاب لوله اي، هسته برشي، كمربند خرپايي و 
 مهاربازويي كه داراي ناپيوستگي هايي در مقطع عرضي 

در اين تحقيق فرض شده  . مي باشد را محاسبه كرده اند
به صورت پلكاني و ناگهاني است سختي و جرم سازه 

و سازه بلند به در ارتفاع سازه كاهش مي يابند، از اين ر
n  قسمت در ارتفاع تفكيك شده و براي هر قسمت

فرض شده است. با اعمال شرايط  ثابتسختي و جرم 
 nمرزي در محل فصل مشترك هر دو قطعه پي در پي، 

قسمت  n(متناظر با  معادله ديفرانسيل با ضرائب ثابت
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با حل اين معادلات به  .حاصل شده است تفكيك شده)
فركانس )  power series solution( روش سري تواني

در . هاي طبيعي ارتعاش سازه بلند محاسبه شده است
 [6-5] ملكي نژاد و همكاران 2014و  2012سالهاي 

روشهايي بر مبناي روابط انرژي براي محاسبه فركانس 
هاي طبيعي و توابع مد شكل ارتعاش سازه هاي بلند 

بند داراي سيستم قاب لوله اي، هسته برشي و كمر
در اين تحقيق، سازه قاب خرپايي ارائه كرده اند. 

جعبه و -محيطي به كمك يك تير كنسول با مقطع تير
مهار بازويي به كمك -سيستم مركب كمربند خرپايي

يك فنر دوراني مستقر در مكان كمربند مدلسازي شده 
روابطي براي تحليل  [7] زالكا 2013در سال . است

ارن در پلان با سيستم باربر پيچشي سازه هاي بلند نامتق
جانبي قاب خمشي، ديوار برشي و هسته مركزي ارائه 

و در سال  [8] محمدنژاد 2015در سال كرده است. 
طبيعي فركانس هاي  [9] محمدنژاد و همكاران 2014

ارتعاش تيرهايي با خصوصيات جرم و سختي متغير در 
و اينرسي دوراني نيروي محوري  تأثيرطول تير و تحت 

گرالي تضعيف شده محاسبه را به كمك معادلات انت
در اين تحقيق، معادله حاكم بر ارتعاش  .كرده اند

تيرهاي مختلف از طريق انتگرال گيري هاي پي در پي 
 2015در سال ل شده است. به فرم تضعيف شده آن تبدي

فركانس ارتعاشي سازه هاي  [10] فاري و همكارانص
را به كمك معادلات  بلند داراي سختي خمشي و برشي

در اين تحقيق،  .انتگرالي تضعيف شده محاسبه نموده اند
به دو سازه مجزا سازه بلند با رفتار برشي و خمشي 

رفتار برشي تفكيك يكي با رفتار خمشي و ديگري با 
حاكم بر ارتعاش تير برشي و تير  شده است. معادلات

خمشي به كمك معادلات انتگرالي تضعيف شده حل 
ارتعاش خمشي  و فركانس هاي ارتعاش برشي وشده 

سازه محاسبه شده است. فركانس نهايي سازه به كمك 
تركيب فركانس هاي برشي و خمشي محاسبه شده 

فركانس  [11] صفاري و همكاران 2012در سال است. 
هاي طبيعي ارتعاش و بار كمانشي تير برنولي با 

خصوصيات سختي و جرم متغير در طول تير و تحت 
اثر نيروي محوري متغير را به كمك معادلات انتگرالي 

در اين تحقيق فركانس  .تضعيف شده محاسبه كرده اند
تيرهايي با شرايط  و بار كمانشي هاي طبيعي ارتعاش

تحقيق هاي  سبه شده است. مختلف محاتكيه گاهي 
زيادي در زمينه تحليل ارتعاش آزاد سازه هاي بلند به 

اما در  [22-12] كمك روشهاي مختلف ارائه شده است
تعداد كمي از اين تحقيقات اثر نيروي محوري بر روي 
رفتار ارتعاشي سازه بلند بررسي شده است. از آنجايي 

ردد كه نيروي محوري موجب كاهش سختي سازه مي گ
در نظر گرفتن اين پارامتر در محاسبه فركانس طبيعي 

 ارتعاش امري ضروري به نظر مي رسد. 

 ـ قيدر تحق   ارتعـاش   يع ـيطب يرو، فركانسـها  شيپ
در ارتفـاع   ري ـمتغ يجـرم و سـخت   يسازه بلنـد دارا  كي

محاسبه شـده اسـت. معادلـه     يمحور يروين تأثيرتحت 
 يپ يريچهار مرتبه انتگرال گ قيحاكم بر ارتعاش از طر

شـود. اكثـر    يم ـ ليشـده آن تبـد   فيبه فرم تضع يدر پ
ارتعاش  ليارائه شده تاكنون جهت تحل يليتحل يروشها

ــخت  ــد، س ــازه بلن ــاع   يآزاد س ــازه را در ارتف و جــرم س
 ـفرض كرده اند. در روش ارائه شـده در ا  كنواختي  ني

و جـرم سـازه در ارتفـاع      يسـخت  اتيخصوص ـ ق،يتحق
 تيبه واقع ينوع مدلساز نيفرض شده است. كه ا ريغمت

 ليتحل ن،يباشد. همچن يتر م كيموجود در سازه ها نزد
با مقطع ثابت (كه متنـاظر بـا مـدل     ريت كي زادارتعاش آ

 يو جـرم ثابـت م ـ   يسخت اتيسازه بلند با خصوص كي
 ري ـبا مقطع غ ريت كي ليمراتب ساده تر از تحل باشد) به
ــا مــدل   يمنشــور ــاظر ب ــه متن ــ(ك ــا  كي ــد ب ســازه بلن
باشـد. در   ياسـت) م ـ  ريو جرم متغ يسخت اتيخصوص

 كي يكه دارا ندارائه شده تاكنون، سازه بل ياكثر روشها
 Nباشـد بـه    يم ـ يدرجـه آزاد  تينهايبا ب وستهيپ طيمح

 يمد ارتعاش ـ Nمعادل، متناظر با  يدرجه آزاد كيسازه 
معادله حـاكم   كباري ،يهر مد ارتعاش يشده و برا ليتبد

شـده   بي ـترك گريكـد يبا ليتحل جيحل شده و سپس نتا
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 ـبـه ا  ياساس رادياند. دو ا  ـا ني وارد اسـت، نخسـت    دهي
شـده   ليگسسـته تبـد   طيمح كيبه  وستهيپ طيمح نكهيا

بار حل معادلـه حـاكم بـر     Nبه  ازين ،و دوم اينكهاست 
 ـ  يباشد. در حال يارتعاش م رو، بـه   شيكـه در روش پ

ــازكمــك مدل ــتهيپ يس ــد ( وس ــازه بلن  continuumس

modellingتر اسـت، تنهـا    كيسازه نزد تي),كه به واقع
وسته حل شده يپ ستميبار معادله حاكم بر ارتعاش س كي

) به هـر تعـداد   24مناسب در رابطه ( P كيو با انتخاب 
به  يازيو ن ميدار يكه مد نظر باشد دسترس يمد ارتعاش

داشـت. تـاكنون جهـت     مينخـواه  زيجواب ها ن بيترك
 ـمعادله حاكم بر ارتعاش آزاد سـازه بلنـد بـه     ليتبد  كي

همـراه بـا    يطولان اريحل بس يمعادله قابل حل، روشها
كـه در   يارائه شده است. در حال اديز ياضير اتمحاسب

 ـ يري ـمرتبه انتگرال گ 4 قيتنها از طر قيتحق نيا در  يپ
 دايپ يمعادله قابل حل دسترس كياز معادله حاكم به  يپ

را نشـان   قي ـروش تحق يمساله، سادگ ني. كه اميكرده ا
 يارائـه شـده تـاكنون بـرا     يدهد. در معدود روشها يم

و  يسـخت  اتيبا خصوص ييها سازهارتعاش آزاد  ليتحل
باشد  يصورت م نيدر ارتفاع، روش حل بد ريجرم متغ

رض شده و ف ـ ميقسمت تقس nبه  يمنشور ريكه سازه غ
 يو جرم سازه در هر قسمت ثابت م ـ يشده است سخت

 ـ يهر دو قطعه پ نيب يمرز طيباشد و شرا ارضـا   يدر پ
بـا   ليفرانس ـيمعادلـه د  nبه حل  ازين نيشده است. بنابرا

قسمت سـازه وجـود دارد. در    nضرائب ثابت متناظر با 
 ميتقس ـ نيبه ا يازيرو ن شيپ قيكه در روش تحق يحال
و جرم سازه  يسخت راتييتغ يوجود نداشته و برا يبند

 يبه بررس ـ ازيوجود ندارد و تنها ن يتيدر ارتفاع محدود
 ـباشد. كه ا يسازه و بام سازه م يدر پا يمرز طيشرا  ني

  حل مساله را به مراتب ساده تر كرده است. لنكته مراح
  

   محاسبه فركانس طبيعي ارتعاش سازه بلند
ابتـدا  ، در طبيعـي ارتعـاش   هاي جهت محاسبه فركانس

سازه بلند توسط يك تيـر كنسـول بـا سـختي خمشـي،      

سختي برشي و جرم واحد طول متغير در ارتفـاع تحـت   
نيروي محوري ناشي از وزن سـازه مدلسـازي مـي     تأثير
توابع سختي و جرم تير جايگزين به كمك روابـط   شود.

يـك  معادله حاكم بر ارتعـاش   محاسبه مي شود. تقريبي 
يرمنشوري غ )Shear-Bending beam(خمشي-برشيتير 

نيروي محـوري در نظـر گرفتـه شـده و بـه       تأثيرتحت 
هـاي   فركـانس  ،كمك معادلات انتگرالي تضعيف شـده 

فركانس هاي سازه در حقيقت طبيعي ارتعاش اين تيركه 
خمشـي  -تير برشـي محاسبه مي شود.  ،اصلي مي باشند

كـه در  يك حالت خاص از تيـر تيموشـنكو مـي باشـد     
ت اينرسـي دورانـي   معادله حاكم بر ارتعـاش آن از اثـرا  

كامگـار و رهگـذر    2013در سـال  صرفنظر شده اسـت.  
در تحقيقي نشان داده اند كه اثر اينرسي دوراني بر  [23]

  فركانس طبيعي سازه بلند ناچيز مي باشد.
  

با استفاده از .  تبديل معادله حاكم به فرم تضعيف شده
 )Hamilton’s principle( هميلتـون اصل روش انرژي و 

معادله حاكم بر ارتعاش سـازه بلنـد بـا در نظـر گـرفتن      
اثرات تغيير شكل برشي، تغيير شكل خمشـي و نيـروي   

  :[4] وري به صورت زير محاسبه شده استمح
  

       

       

 

S

2 2 2

B2 2 2

K X W X, t N X W X, t
X X X X

K X W X, t m X W X, t
X X t

q X, t 0, 0 X H

                
         

  

)1(
ــه در     S )،1( رابط Bm(X), K (X), K (X), W(X, t) 

H, N(X), وq(X, t)    به ترتيب تابع جابجـايي جـانبي
سازه، تابع سختي خمشي، تابع سختي برشي، تابع جـرم  
واحد طول سازه، تابع نيروي محوري سازه، ارتفاع سازه 

. )1(شـكل   و تابع بارگـذاري جـانبي سـازه مـي باشـند     
,q(Xجهت بررسي ارتعاش آزاد  t) 0  نظر گرفتـه  در

  مي شود.
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حاسبه 

 مهندسي عمران فر

ور تبديل معادلـ
) دو4 معادله (

انتگـرال گيـري 
  مي باشند:

S
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x
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تابع 1h x,sبه

مي x ر بدون بعد
رم تضعيف شده

د x ت به پارامتر
معادلات ، نتيجه

(x)w 

 

 

همچنين دو مر
دx  ت به پارامتر

  جه مي دهد:

s)ds

  


 

) ت8در رابطه (
 شود:

 

ت اثر
لي

تابع
 مي
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 مد
 مي

يك 
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d
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0 X<
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dx

d

dx

0 

سب

متغير
به فر
نسبت
شود.

  

)5( 

)6( 
 

نسبت
را نتيج

  

)7( 

)8( 
 

مي ش

تير جايگزين تحت
جايگزين سازه اصل

ت ،ك براي سازه
 در نظر گرفته

 X, t w(X)e

ه ترتيب تابع
ارتعاش سازه

،)1 معادله (
به صور X مكان

  

 

S

2

B2 2

d
K X

dX

d
K X

w

w
dX
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Xير متغيـر
x
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H K (x)

dx
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سازه بلند بر حس

 اجي كاظمي

1397و، 

  
 سازه بلند توسط ت
زه اصلي، ب) تير ج

   

تعاش هارمونيك
ه صورت زير

           i t

w(X و به
كانس طبيعي

) در2 رابطه (
حسب پارامتر م
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d
X + N X

dX
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تغي ،ت محاسبات
) جايگذ3رابطه (

2 4

w
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(x) H
dx

(x) Hw

   





ه ارتعاش آزاد س

حسن حا-حمدنژاد

و يكم، شمارة دو، 

مدلسازي تقريبي  
محوري. الف) ساز

 فرض يك ارتع
ي جانبي تير به

                  
(X،)2( ةر رابط

رتعاش و فرك
 با جايگذاري

تك متغيره بر ح
  ست مي آيد:

  

  

d
X X

dX
w

X X =0,w

 

 منظور سهولت
فته شده و در ر

2

4

w
d

H N(x)
dx

m(x) (x)w 

معادله) 4عادله (

مهرداد مح
 

  سال سي

1شكل 
نيروي م

با  
جابجايي

  شود:
)2    (

در  
شكل ا
باشند.

معادله ت
زير بدس

  


   

)3(  
به  

نظر گرف
  

(x)
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)4(  
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)9( 

) فرم تضعيف شده معادله حاكم بر 8معادله (  
ارتعاش سازه بلند با در نظر گرفتن اثرات نيروي 

) پارامترهاي 8محوري مي باشد. در معادله (
4 3 2 1C ,C ,C ,C  ثابتهاي انتگرال گيري مي باشند كه به

كمك شرايط مرزي اساسي و هندسي حاكم بر ارتعاش 
معادلات از  ،سازه بلند محاسبه مي شوند. در قسمت بعد

) جهت تعيين ثابت هاي انتگرال گيري 8) الي (5(
  استفاده مي شوند. 

  
به در تكيه گاه تير شرايط مرزي اساسي .  شرايط مرزي

  ظر گرفته مي شود:صورت زير در ن
x 0 w(0) 0

dw
x 0 (0) 0

d x







 

 
 

  )11) و (10(
شرايط مرزي هندسي بسته به نـوع سيسـتم بـاربر      

ــرفتن     ــر گ ــدم در نظ ــا ع ــرفتن ي ــر گ ــانبي و در نظ ج
پارامترهايي نظير نيروي محوري، اينرسي دوراني، تغييـر  

متغير مي باشد. در اينجا شـرايط   ،شكل هاي برشي و ...
نيـروي   تـأثير در انتهـاي آزاد تيـر تحـت    مرزي هندسي 

   محوري به صورت زير در نظر گرفته مي شود:
2

2

2

B 2

S

2

B 2

d
x H K (x) w(x)

dx

d
H N(x) w(x)

dx

d
0

dx

d
x K (x) w(x) 0

dx

d
K (x) w(x)

dx

1

1  













  
  
   

 



 

  )13و ( )12(

) مربوط به وضعيت نيروي برشي در 12رابطه (  
در نيروي محوري مي باشد.  تأثيرانتهاي آزاد تير تحت 
م همان نيروي برشي كلاسيك تير اين رابطه، ترم سو

باشد، ترم دوم اثر نيروي محوري و ترم اول اثر  مي
سختي برشي بر روي نيروي برشي تير مي باشند. 

) مربوط به وضعيت ممان خمشي در 13همچنين رابطه (
) 10. با اعمال شرايط مرزي (تير مي باشدانتهاي آزاد 

ثابت هاي انتگرال  )،8) الي (5) در روابط (13الي (
) جايگذاري مي شود. 8( گيري محاسبه شده و در رابطه

معادله انتگرالي زير بر حسب تابع مد شكل  ،نتيجه
  باشد: مي w(x)ارتعاش

   
x 1

1 2

0 0

B

h x,s w(s)ds h x,s w(s)ds

K (x)w(x) 0

 



   

)14(  
ــه (   ــ14در رابط 2hابع) ت (x,s)   ــر ــه صــورت زي ب

  :مي شودمحاسبه 
2 4

3 21
2 1

22
2

H
h (x,s) x m(s) x g (s)

6 2

x g (s)
2

   


 

)15( 

1g) توابـع 15( در رابطه   (s)2وg (s)   و پارامترهـاي
1 2و :به صورت زير محاسبه مي شوند  
  

2 4 2
1 S

2 2 4

g (s) H (1 s)m(s) H K (s)

H N (s) H m(s)

     


 
 

)16(  
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2 4
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2 4
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H
g (s) (1 s) K (s)

K (1)

H H
(1 s) N(s) (1 s) K (s)

K (1) 2K (1)

2K (s)H
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2K (1) K (1)
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1 2 2
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B S B

2 2 2
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2K (1)

H K (1) H N(1) 2K (1)

2K (1) H K (1) 2K (1) H N(1)

H K (1) H N(1) 2K (1)

   


   

 

)18(  
 

در اين .  تير كنسول با جرم متمركز در انتهاي آزاد
شود كه يك جرم متمركز در انتهاي  قسمت فرض مي

تير كنسول وجود دارد. اين فرض جهت تحليل 
هاي بلند كه داراي جرم متمركز قابل توجه در  سازه

، قابل (نظير مخازن اب) باشند انتهاي آزاد خود مي
باشد. روش تحليل مشابه قسمت قبل  استفاده مي

در  يبرشنيروي باشد با اين تفاوت كه در اين حالت  مي
انتهاي تير كنسول و در محل جرم متمركز برابر صفر 

با صرف نظر كنند.  ير نمينيست. ساير شرايط مرزي تغي
در اين حالت شرايط مرزي به از اثرات سختي برشي، 

  :[24] ندشو ميصورت زير تعريف 

2

2
2

B 2

2

B 2

x 0, w(0) 0,

dw
x 0, (0) 0

dx
d

x 1, H N(x) w(x)
dx

d d
K (x) w(x) w(1)

dx dx

d
x 1, K (x) w(x) 0

dx



  

  

   

  
   
   

  

 

)19 (  
جرم متمركز در انتهاي آزاد تير )19(وابط ر در  

هاي  ثابت ،باشد. با اعمال شرايط مرزي فوق كنسول مي
شوند. با جايگذاري  ) تعيين مي8گيري معادله( انتگرال
معادله انتگرالي ) يك 8گيري در معادله( هاي انتگرال ثابت

  آيد: به شكل زير بدست مي
x 1

1 2

0 0

B

h (x,s)w(s)ds h (x,s)w(s)ds

K (x)w(x) 0



 

   

)20(  

2h تابع )20( معادله در   (x,s) زير صورت به 
  :شود مي محاسبه

3 2 23 5
2 4 3

24

h (x,s) x x g (s) x g (s)
6 2

x m(s)
2

       
 


 

)21(  
  فوق: هابطدر ر

2
3 B

2 4
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2
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2
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)22(  
  و

2 3

3 2 3 2
B

B
4
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6K (1) 2 H 3H N(1)

2K (1)H
,

6K (1) H

6 H 9H N(1) 18K (1)

 
  

  



 

  

 

)23(  
1hتابع در نظر گرفته شده اند.    (x,s) ) 9از رابطـه (

  محاسبه مي شود. 
  

الي به دستكاه معادلات جبري معادله انتگرتبديل 
) 20) و (14انتگرالي ( نها مجهول معادلاتت.  خطي

مي باشد. اين تابع توسط w(s)تابع مد شكل ارتعاش 
  تواني زير تقريب زده مي شود:سري 

)24                                     (
P

r
r

r 0

w(x) c x


  

 Pضرايب مجهول سري هستند و  rCدر اين سري  

يك عدد صحيح مثبت مي باشد. دقت نتايج تحليل  
با در نظر گرفتن  انتخاب شده دارد. Pبستگي به مقدار 

) در 24بزرگتر تعداد جملات بيشتري از سري ( Pيك 
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اين مسئله موجب افزايش دقت  .نظر گرفته مي شود
در معادلات  )24(نتايج مي شود. با جايگذاري سري 

و mx) و ضرب طرفين معادله در20) و(14انتگرالي (
نسبت  1تا  0انتگرال گيري از معادله حاصل در بازه 

، دستگاه معادلات جبري خطي زير بدست xبه پارامتر
  مي آيد:

 
P

1 2 r
r 0

G(m, r) H (m, r) H (m, r) c 0

m 0,1,2,...,P


  



  

)25(  
,G(mتوابـــع   )25در رابطـــه (    r)، 1H (m, r) و 

2H (m, r) :به صورت زيرمحاسبه مي شوند  
  

1
r m

B

0

1 x
r m

1 1

0 0

1 1
r m

2 2

0 0

G(m, r) x K (x)dx

H (m, r) h (x,s)s x dsdx

H (m, r) h (x,s)s x dsdx



  


 









 

 

 

)26(  
) را 25سيسـتم دســتگاه معـادلات جبــري خطــي (    

  ميتوان به فرم ماتريسي زير بازنويسي نمود:
  
)27       (A C 0(P 1) (P 1) (P 1) 1 (P 1) 1

                  
  

)27در رابطه (   Aماتريس ضرايب و C ماتريس
  مجهولات مي باشند. تنها پارامتر مجهول در ماتريس

 Aسازه مي باشد. با محاسبه  طبيعي ارتعاش ، فركانس
) كه با مساوي 27جواب غير بديهي دستگاه معادلات(
صفر قرار دادن دترمينان ماتريس Aمي آيد،  بدست

اي معادله همعادله فركانسي تير محاسبه مي شود . ريشه 
مي اصلي سازه  طبيعي ارتعاش فركانسي، فركانس هاي

باشند. معادله فركانسي يك تابع چند جمله اي از درجه
2(P 1) مي باشد بنابراين با در نظر گرفتنP بزرگتر

(فركانس هاي مدهاي بالاتر) بيشتري  يريشه هاتعداد 
 Pقابل محاسبه مي باشد. همچنين با در نظر گرفتن 

  بزرگتر دقت نتايج تحليل افزايش مي يابد.

  تابع مد شكل ارتعاش
پس از محاسبه فركانس هاي طبيعي ارتعـاش سـازه بـه    
كمك روش تشريح شده در قسمت قبل، مي توان توابع 

محاسبه نمود. از آنجايي كه تابع مد مد شكل ارتعاش را 
شكل ارتعاش به كمك سري تواني زير تقريب زده شده 

  است:
)28                                      (

P
r

r
r 0

w(x) c x


 

جهت محاسبه تـابع مـد شـكل ارتعـاش نيـاز بـه         
محاسبه ثابت هاي

r 0,1,...,Prc
  .پس از محاسبهمي باشد 

و جايگـذاري آن  i ) ام (i  فركانس طبيعي ارتعاش مد
دستگاه معادلات ) 27در دستگاه معادلات جبري خطي (

  :بدست مي آيدزير 
)29                      (

i(P 1,P 1)i r (P 1,1)[A ] [C ] 0     
) 29رابطه (در    0 i

C 1    در نظر گرفتـه شـده و
جايگذاري مي شود. نتيجه دستگاه معادلات جبري زيـر  

  مي باشد:
)30                   (

i(P 1,P )i r i (P 1,1)(P,1)
[A ] [C ] [B ]   

  
ــه (   ــاي 30در رابطـ ــاتريس هـ i ) مـ (P 1,1),[B ]  

ir (P,1)
[C ] 

(P 1,P)i[A ] ,    به صورت زيـر محاسـبه مـي 
 شوند:
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  در ارتفاع 1-5تغييرات سختي و جرم سازه مثال   1جدول 
 

 m 21.25 15.25 5.35 0  ارتفاع

 393.377 408.776 414.388 350.102 جرم واحد طول
ton

m
 

 4m 1615.08 1786.62 2003.31 2156.5 ممان اينرسي

 m 76 52.45 43.15 33.85 ارتفاع

 355.361 346.633 362.653 381.171 جرم واحد طول
ton

m
 

 4m 1099.57 1205.311 1333.32 1177.18 ممان اينرسي

  
  1-5پنج فركانس اول سازه مثال   2جدول 

 

  1 2 3 4 5 

ش اين مقاله
رو

 

P 3  6.815 39.56 114.96 552.56 1109

P 4 6.814 39.39 110.45 234.29 1071

P 5 6.814 39.38 108.48 221.78 411 

P 8 6.814 39.38 108.3 211.38 350.4

P 10 6.814 39.38 108.26 211.3 348.93

P 12 6.814 39.38 108.257 211.3 348.91

SAP 2000 6.7759 37.21 98.276 184.73 324.05

  
با توجه به تغييرات ناچيز جرم واحد طول در   

برابر ميانگين  ارتفاع، جرم واحد طول تير جايگزين
و برابر  )1(مقادير ارائه شده در جدول 

ave
ton

m(x) m 380.14
m

   .در نظر گرفته شده است
ع نيروي محوري ناشي از وزن جرم متمركز همچنين تاب

در انتهاي آزاد و جرم توزيع شده در ارتفاع سازه به 
  صورت زير در نظر گرفته شده است:

  

(kN)

N(x) g mgL(1 x) 3001.83

283301.6158(1 x)

      


 

)35(  
پنج فركانس اول سازه مطابق روش ارايه شده در   

اين مقاله محاسبه شده است. سازه مورد  نظر در نرم 
نيز مدل سازي شده و نتايج تحليل و  SAP-2000افزار 

ئه شده است. اار )2(در جدول در نرم افزار مدل سازي 
فتن اثرات نيروي محوري بر فركانس جهت در نظر گر

، ابتدا يك آناليز در تحليل نرم افزار سازه طبيعي ارتعاش
Pاستاتيكي غير خطي با در نظر گرفتن آثار    انجام

شده و از ماتريس سختي اصلاح شده در انتهاي آناليز 
P    جهت انجام آناليز مودال و محاسبه فركانس ها

  استفاده شده است. 
)، تابع مد شكل ارتعاش به كمك 24طبق رابطه (  

سري تواني
p

r
rw(x) c x تقريب زده شده است. در

مي باشد. با  كاربرمناسب به عهده  Pاين روش انتخاب 
بزرگتر تعداد جملات بيشتري از سري تواني  Pانتخاب 

در نظر گرفته مي شود كه اين مساله موجب افزايش 
وري كه با در نظر دقت نتايج تحليل مي شود. به ط

چهار جمله اول سري) در نظر گرفتن ( P=3گرفتن 
اول و دوم سازه همگرا شده اند كه نشان هاي فركانس 

از همگرايي سريع روش ارائه شده مي باشد. در ازاي 
P=3  با جواب تحليل  %17فركانس مد سوم ارتعاش

و  Pاجزا محدود اختلاف دارد، در حالي كه با افزايش 
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و اين  فركانس مد سوم همگرا شده P=5فتن در نظر گر
. فركانس مد كاهش پيدا كرده است.  %10اختلاف به 
 P=10و فركانس مد پنجم ارتعاش با  P=8چهارم با 

  .همگرا شده اند
  

در اين قسمت يـك سـازه   .  سازه بلند با سختي برشي
طبقه با سيستم قاب محيطي تو در تو كـه پـيش    25بلند 

محققين بررسي شده است به كمـك  ساير از اين توسط 
   روش ارائــه شــده در ايــن تحقيــق تحليــل مــي گــردد.  
  ســختي خمشــي قــاب محيطــي خــارجي و داخلــي بــه 

ترتيــــب برابــــر   9 2
B o

K 35.2872 10 kN.m   و
  9 2

B i
K 7.5538 10 kN.m    ــده ــه ش ــر گرفت در نظ

سختي برشي ، جرم واحد طـول سـازه و ارتفـاع    است. 
ــازه بـــه ترتيـــب بر 7ابـــرسـ

SK 3.9888 10 kN   ،
kg

m 3385.728
m

  وH=75.9 m    در نظر گرفته شـده
است. دو فركانس طبيعـي اول ارتعـاش سـازه محاسـبه     

مقايسه شده  محققينبا نتايج ساير  )3(شده و در جدول 
  .است

  
تغيير سختي برشي و سختي خمشي بر  تأثيربرسي 

سازه بلند يك در اين مثال .  فركانس طبيعي ارتعاش
طبقه با سيستم باربر جانبي قاب محيطي مركب شده  70

عنوان سازه مبنا معرفي مي گردد. به با ديوار برشي 
مشخصات سازه اي سيستم باربر جانبي سازه مبنا به 

  شرح زير مي باشد: 

8سختي برشي معادل  
S NK 77.56 10 k  سختي ،

213خمشي معادل
B kN mK 2.61 10  ارتفاع سـازه ،

H 210 m 2، جرم واحد طول 2m 681408 kg.s / m

. سه فركانس اول سازه مبنا مطابق روش ارائـه شـده در   
  اين تحقيق به شرح زير محاسبه شده است:

 

1bs 2bs

3bs

rad rad
1.1041 , 4.2 ,

sec sec
rad

9.7388
sec

   

 
 

)36(  
به معناي سازه مبنـا مـي    "bs") زيرنويس 37در رابطه (

سختي برشي، سـختي   تغيير تأثيرباشد. به منظور بررسي 
ركـانس هـاي طبيعـي    ف بـر سازه خمشي، جرم و ارتفاع 

نسـبت هـاي    ارتعاش،
       

SB

B Sbs bs bsbs

KK m H
, , ,

K K m H
 

 ,KBتغيير داده مي شود. در ايـن نسـبت هـا     3تا  1بين 

KS, m, H
مشخصات سازه جديد مي باشـند. فركـانس    ,

1هاي سازه جديد به صورت 2 3, ,    در نظر گرفته
مي شود. اثر تغييـر پارامترهـاي سـختي برشـي، سـختي      
خمشي، جرم و ارتفاع سازه بر فركانس طبيعي ارتعـاش  

  سازه مبنا به صورت زير محاسبه مي شود:

)37                       (%bs

bs

Diff 100
  

   
  

ارائه شده است.  )4) و (3ل (اشكانتايج تحليل در   

  
  2-5دو فركانس طبيعي اول ارتعاش سازه مثال   3جدول 

  

 Malekinejad and روش ارائه شده 
Rahgozar,2014 

Youlin, 1984 
(Top displacemet method) 

Youlin, 1984 
(Mode superposition method) 

(rad/ sec)1  3.7056 3.705 3.157 3.279 

(rad/ sec)2  16.1326 16.127 - 17.921 

 Wang, 1996-a Wang, 1996-b Lashkari, 1988 Wang, 1989 Lee, 2007 

(rad/ sec)1  3.462 3.461 3.715 3.462 3.518 

(rad/ sec)2  21.525 19.239 21.200 21.20 20.763 
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الف) نشان مي دهـد كـه تغييـرات    -3نتايج شكل (  
را بـر   تـأثير سختي خمشـي يـك سـازه بلنـد كمتـرين      

را بر فركانس مد سـوم   تأثيربيشترين  فركانس مد اول و
) ب-3نتـايج شـكل (   و بالعكس، ارتعاش سازه مبنا دارد

نشان مي دهد كـه تغييـرات سـختي برشـي يـك سـازه       
را بر  تأثيررا بر مد اول ارتعاش و كمترين  تأثيربيشترين 

الـف)  -4. نتايج شـكل ( داردمبنا مد سوم ارتعاش سازه 
حاكي از آن مي باشد كه تغيير همزمان سختي برشـي و  

ر هر سه فركانس يسختي خمشي اثر كاملا يكسان بر تغي
ب) نشان مـي دهـد كـه    -4اول سازه دارد. نتايج شكل (

يكسان بر تغيير هر سه مد اول  تأثيرتغيير جرم سازه نيز 
-4نتايج شكل (تعاش سازه داشته است. و در نهايت، ار
را  تأثير) نشان مي دهد كه تغيير ارتفاع سازه بيشترين پ

را بر فركانس اول  تأثيربر تغيير فركانس سوم و كمترين 
  ارتعاش سازه دارد. 

 

  نتيجه گيري
هاي تحليل اجزا محدود بر پايه مدلسازي گسسـته   روش

نياز به حل همزمان هزاران معادله خطـي   و استوار است
به منظور ارائه نتايج عددي و كاربردي تحليل سازه دارد. 
همچنين مدلسازي يك سازه بلند در نـرم افـزار تحليـل    
 ،اجزا محدود بدليل داشـتن المـان هـاي سـازه اي زيـاد     

بنـابراين روش تحليـل اجـزا    بسيار وقت گير مي باشد. 
تحليل دقيق يك سازه بلند محدود براي مراحل نهايي و 

روش ارائه شده در ايـن تحقيـق يـك     مناسب مي باشد.
ديد روشن از تحليل ارتعاش آزاد سازه بلنـد ارائـه مـي    
كند. سـادگي و دقـت بـالاي روش ارائـه شـده در ايـن       
تحقيق موجب مي شود كه در تحليل تقريبـي و مراحـل   
مقدماتي طراحي يك سازه بلند ( كه نيازي به مدلسـازي  
دقيق نرم افزاري وجود ندارد) قابل استفاده باشد. در اين 

شـده  در يك محيط پيوسته مدلسازي  ، سازه بلندتحقيق
. اسـت كه اين مساله به واقعيت سازه نزديـك تـر    است

همچنين روش ارائه شده تنها نياز بـه حـل يـك معادلـه     

ي در نـرم  و بـه راحتـي قابـل كدنويس ـ    داشتهديفرانسيل 
. نتايج تحليل تقريبي بدسـت  مي باشدافزارهاي مختلف 

آمده به كمـك روش ارائـه شـده مـي توانـد در جهـت       
كاهش خطاهـاي مدلسـازي دقيـق سـازه در نـرم افـزار       
تحليل اجزا محدود، تخمين ابعاد اوليه المان هاي سـازه  
اي و مشخصات مصالح مورد بررسـي و ... مفيـد واقـع    

  گردد. 
يف شـده  تضـع معـادلات انتگرالـي    ،در اين تحقيق  

سـازه بلنـد    طبيعي ارتعاش هاي فركانسجهت محاسبه 
 تأثيرمتغير در ارتفاع تحت سختي و جرم با خصوصيات 
از طريـق چهـار مرتبـه    شده است.  ارائهنيروي محوري 

بـر  حـاكم  ديفرانسـيل  معادلـه  انتگرال گيري پي در پي، 
. آن تبديل شـده اسـت  به فرم تضعيف شده  تير ارتعاش

تقريـب   سـري تـواني  يك شكل ارتعاش توسط  مدتابع 
معادلات تضعيف شـده تبـديل   زده شده و به اين طريق 

 به دستگاه معادلات جبـري خطـي شـده انـد. فركـانس     
سازه بلند با محاسبه جواب غيـر بـديهي    طبيعي ارتعاش

نتايج تحليل نشـان  ت. دستگاه معادلات محاسبه شده اس
بـه   .باشـد  دهنده همگرايي سريع روش ارايه شـده مـي  

جمله از سري تـواني   4طوري كه با در نظر گرفتن تنها 
)، فركانس هاي اول و دوم ارتعاش به جواب تحليل 24(

تعداد جملات با افزايش اجزا محدود همگرا شده است. 
دقت فركانس هاي  در نظر گرفته شده براي سري تواني،

محاسبه شـده افـزايش يافتـه و فركـانس هـاي طبيعـي       
 تحليل نتايجاشي بالاتر نيز محاسبه شده اند. مدهاي ارتع

نشان مي دهد كـه تغييـرات سـختي برشـي يـك سـازه       
را بر  تأثيرارتعاش و كمترين  را بر مد اول تأثيربيشترين 

دارد و بـالعكس، تغييـرات   مبنـا  مد سوم ارتعاش سـازه  
را بـر   تـأثير سختي خمشـي يـك سـازه بلنـد كمتـرين      

را بر فركانس مـد سـوم    تأثيرفركانس مد اول وبيشترين 
   دارد.مبنا ارتعاش سازه 
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