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 محیط متخلخل یک بعدیسطح آزاد نشت  تعیینکاربرد روش تبدیل دیفرانسیلی در 

 

 

  چکیده

نشت، در محیط یک  ی سطح آزاد محدود برای حل مسئله جزایا و مانند تفاضلات محدود، حجم محدود متنوعیهای عددی تاکنون روش

تفاضلات  هایباشد. روشی لاپلاس میی نشت در محیط متخلخل، معادلهی ریاضی حاکم بر مسئلهاست. معادله رفتهب عدی و دو ب عدی، بکار 

 همگرایی بندی سطح مورد نظر و بدست آوردن مقادیر هد در این سطح و تکرار این روند تا رسیدن بهپایه شبکه محدود، بر اجزایمحدود و 

روش تبدیل دیفرانسیلی که استفاده از با برای اولین بار  ،بعدیزاد نشت در ستون آب یکآسطح ی مبتنی هستند. در این مقاله، مسأله ،موردنظر

های روش تفاضل محدود و حل با پاسخ . نتایج حاصلگردیده استسری تیلور، با درنظر گرفتن شرایط مرزی موجود، حل روشی است مبتنی بر 

 به همچنین باتوجه به نتایج میتوان بیان داشت حل شود.تحلیلی مسئله که در بخش پیوست قرار دارد، مقایسه گردیده و تطابق خوبی مشاهده می

 اشتباهات بروز از این امر و بوده برخوردار تحلیلی روش و فشارگسترده روش به نسبت کمتری محاسبات حجم از دیفرانسیلی تبدیل روش

 .نمایدمی جلوگیری پیچیده محاسبات روند شدن طولانی در محاسباتی
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ABSTRACT  

Several numerical methods, such as finite difference, finite volume, finite element, and so on, have been utilized to 

solve the problem of the free surface seepage in one-dimensional and two-dimensional domains. The governing 

equation of the seepage problem in porous media is the well-known Laplace equation. The finite difference and finite 

element methods are based on meshing the desired surface and obtaining the head values at this level; and repeating this 

process until convergence is reached. In this paper, a new method is proposed to solve the one-dimensional free-surface 

seepage problem in one-dimensional water column based on the Taylor-series expansion, entitled Differential 

Transform Method (DTM). It should be mentioned, up to now, DTM is employed to solve the various form of 

differential equations, but it has not been used in seepage problems. For some verification purposes, the obtained results 

are compared with the well-known finite difference method, and the good agreement is observed. Moreover, the 

analytical solution of the problem is attained by the use of mathematical techniques and it is reported in the paper as an 

appendix. Also, according to the results, it can be said that the DTM solution is more stable than the extended pressure 

and the analytical methods, and this prevents the occurrence of calculation errors in the lengthening of the calculation 

process. 
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 مقدمه -1

 از حل یا و تجربی و تقریبی هایفرمول ها،حلمختلفی مانند راه هایروش از نشت آزاد سطح محل تعیین منظور به کلی طور به

 دیفرانسیل معادله حل بر مبتنی متخلخل هایمحیط در تراوش حل تحلیلی هایروش گردد.استفاده می جریان شبکه رسم طریق

 تحلیلی هایروش کاربرد دامنه لذا و هستند قبول قابل خاص در شرایط فرضیات این باشد.می کنندهساده فرضیات از استفاده با حاکم

 .شودمی خاص مرزی شرایط و خاص یهندسه با مسائل به محدود

 نیز در محدود هایحجم روش و محدود اجزای روش محدود، هایتفاضل روش نظیر عددی مختلف هایشرو از توانمی همچنین

س باشد. برای تحلیل نشت، یک مدل کلی که پدیده نشت را توصیف کند، بایستی در دستر. گرفت نشت بهره آزاد سطح محل تعیین

ی تواند برای تعیین هد و توزیع جریان و مقدار نشت بکار رود. معادلهدر صورت داشتن شرایط مرزی و خصوصیات خاک، این مدل می

 شود. های مختلف در انالیز نشت، مبنای ریاضی محسوب میلاپلاس برای روش

د. ناحیه و ماینمییک سری معادلات جبری خطی حل  روش تفاضلات محدود، معادله لاپلاس را با منقطع کردن این معادلات به

یک هد  دهندهنشان ،های مستطیلی، که این المانشدهها تقسیم هایی در گوشهی جریان به یک شبکه مستطیلی با گرهحوضه

ر اولیه برای هد نداریم، هایی که مقادی، اما برای گرهبودهباشند. در نقاط یا در طول مرزهایی که هد ثابتی دارند مقادیر هد مشخص می

 Nباشد، های اطراف میقدار میانگین گرهمقدار هد باید تخمین زده شود. با استفاده از قانون دارسی و این فرض که هد در هر گره م

دود با های محی ساده با تعداد گرهیک شبکه [1].باشدها میبرابر تعداد گره Nآید که هد مجهول بدست می Nمعادله جبری خطی با 

شامل تکرار و استفاده از کامپیوتر   Relaxationمقدار بزرگی دارد و روشهای دیگری مانند Nباشد، اما معمولا دست قابل حل می

یابد که تغییرات در هد برای معادلات گسسته سازی شده با روش تکرار حل میشود و این تکرار تا زمانی ادامه می[2]. بایستی بکار رود 

برای تعیین  [6]یک روش عددی است که با موفقیت  Relaxation  [5]. فرایند[4-3]میزان تلورانس انتخابی کمتر شودهر گره از 

حلهای تقریبی مسایل پیچیده جریان به کار گرفته شده، که براساس حساب دیفرانسیل و انتگرال تفاضلهای متناهی پایه گذاری راه

 .[7]باشد یان به شکل یک شبکه مربعی با فواصل مساوی میبندی حوضه جرشده است. در این روش شبکه

باشد. این روش نیز براساس شبکه بندی استوار است )البته نه ضرورتا شبکه مستطیلی( حل عددی میروش اجزا محدود، دومین راه

یات مواد مانند نفوذپذیری، کند. خصوصمجهول ایجاد می Nمعادله با  Nکند و های گسسته تقسیم میکه حوضه جریان را به المان

شود. برای محاسبه هد در هر گره و جریان برای هر المان مشخص و همچنین شرایط مرزی از قبیل هد و سرعت جریان نیز تعیین می

تر، ها بایستی یک دستگاه معادلات حل شود. روش اجزای محدود نسبت به روش تفاضلات محدود برای مسایل نشت پیچیدهدر المان

باشد و با تغییر دادن های مورب از مواد به سادگی قابل مدل کردن میی پچیده شامل لایهای فوایدی است از جمله اینکه هندسهدار

 .[20-8]تری میتوان ایجاد کرد اندازه المان ها، در مناطقی که گرادیان نشت یا سرعت بالاست، مدل دقیق

ی در مورد موقعیت سطح آزاد بکار روند، حل مسئله بدون داشتن اطلاعات از آنجاکه قسمتی از مقادیر مرزی بایستی در سطح

باشد. راه حل مرسوم این است که مقادیر مرزی باشد. به عبارت دیگر موقعیت سطح آزاد نشت قسمتی از حل مسئله میپذیر نمیامکان

کنیم و محل سطح آزاد طا اقدام به حل کامل مسئله میو سپس با استفاده از سعی و خ بردهرا با استفاده از یک سطح آزاد تقریبی بکار 

ی انتکرال مرزی برای نوشتن معادلات برای نقاط گسسته روی سطح . روش معادله[22-21] بخشیمرا در هر سعی و خطا بهبود می

اد را بدون حل کامل مسئله کنند و بنابراین موقعیت سطح آزرود. این معادلات تنها به اطلاعات مرزها بستگی پیدا میآزاد بکار می

باشد بغیر از میتوان تعیین کرد. درضمن نتایج معادلات جبری موقعیت سطح آزاد را کاملا توصیف کرده و هیچ سعی و خطایی نیاز نمی

تی شود که حل در تعداد محدودی از نقاط یا تنها قسمموقعیتی که معادلات غیرخطی باشند. این روش مخصوصا زمانی مفید واقع می

کند، یک مزیت مهم برای مسائلی است که نیازمند تعیین از حل مورد نظر باشد. از آنجا که این روش تنها اطلاعات مرزها را استفاده می

. زمانی که ضریب هدایت هیدرولیکی در هر ناحیه از جریان متفاوت باشد، روش معادله انتگرال [25-23]باشند موقعیت سطح آزاد می

 نمودها را با استفاده از معادلات سازگار به هم مرتبط ساخت یا باهم ترکیب برای هر ناحیه بکار برده شود و سپس ناحیهمرزی میتواند 

[26]  . 
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.  ]27[برای تحلیل و بررسی مدارهای الکتریکی در حالت یک بعدی ارائه گردید  1روش تبدیل دیفرانسیلی اولین بار توسط ژو

روش  تبدیل  دیفرانسیلی را برای تحلیل  ارتعاشات  آزاد و اجباری یک تیر  یکنواخت، بر روی پی  2سپس شینگ هویی و چن کوانگ

. همچنین شینگ هویی و چن کوانگ روش  تبدیل [28] غیرهمگن، که تحت  بار  محوری  کششی و بار  عرضی قرار دارد، استفاده کردند

. در ادامه، فاطما [29] ها پرداختندی ساده از آن، به اثبات  آنی چند قضیهارائه دیفرانسیلی را برای حالت  دو ب عدی گسترش داده و با 

با ها پرداخت. وی های این تبدیل، به اثبات آنی تعدادی از قضیهبه بیان  روش  تبدیل دیفرانسیلی دو ب عدی پرداخته و با ارائه 3ایاز

سنجی قرارداد ها با جواب  دقیق، نحوه دقت  روش را مورد صحتب آنی جوابکارگیری این روش، در حل  تعدادی مسئله و مقایسه

ی دیفرانسیل و دو مجهول را حل کرده و با های شامل  دو معادلههمچنین با استفاده از قضایای تبدیل  دیفرانسیل  دو ب عدی، سیستم

       ی در حل  این گونه مسائل را نیز نشان دادهای دیگر، توانایی روش  تبدیل دیفرانسیلهای بدست آمده از روشی جوابمقایسه

[30-31] . 

 

 هامواد و روش -2

 ب عدی یک 4دیفرانسیلی تبدیل روش -1-2

روش تبدیل دیفرانسیلی، بطور مختصر شرح داده خواهد شد.  در حالت یک ب عدی (DTM) در این قسمت، روش تبدیل دیفرانسیلی

برای کاربردهای مهندسی  1986تابعی است. این روش اولین بار توسط ژو در سال روشی نیمه تحلیلی ـ عددی برای حل  معادلات  

 .[27]ی خطی و غیرخطی در تحلیل  مدارهای الکتریکی استفاده شدمعرفی گردید و از آن برای حل  مسائل  مقدار اولیه

کند. در روش  سری تیلور، ای استفاده میجملهروش  تبدیل دیفرانسیلی از بسط  سری تیلور برای جواب  انواع  معادلات بصورت  یک چند

دست آورد، که این محاسبات در مراتب بالاتر بسیار ی معین بهی ضرایب  سری، باید مشتقات  مختلف  تابع را در یک نقطهبرای محاسبه

ی مفروض است، اما در ر معادلهدست آوردن  جواب  سری تیلوتر خواهد بود. روش  تبدیل دیفرانسیلی یک فرآیند  تکراری برای بهسخت

شود. به همین ی مشتقات از یک فرآیند  تکراری استفاده میشوند، بلکه برای محاسبهاین روش، مشتقات به طور مستقیم محاسبه نمی

مبانی دلیل، در این روش، حجم  محاسبات بسیار کاهش خواهد یافت. دراین قسمت، نخست برای آشنایی با روش  تبدیل دیفرانسیلی، 

 های روش  تبدیل دیفرانسیلی یک ب عدی، نشان داده خواهد شد.ای از قضیهآن را بطور خلاصه شرح داده و سپس پاره

)uیتابع  یک متغیره )x را درنظر بگیرید. فرض کنیدu( )x یدر دامنهD 0ی معین قطهتعریف شده و نx  در این دامنه قرار

)uداشته باشد. در این حالت )x  0بصورت  یک سری  تیلور به مرکزx شود:نمایش داده می 

(1) 
( )

0
0

0

u ( )
u( ) ( )

!

k
k

k

x
x x x

k





   

)0یضریب  پشت جمله )kx x بسط  مک لورن را تبدیل  دیفرانسیلی تابعu( )x نامند و بامیU( )k دهند:نمایش می 
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)uکه در آن )x تابع اصلی وU( )k دیفرانسیلی تابع  تبدیلu( )x .استU( )kای از اعداد حقیقی است.، در واقع، دنباله 

)U}0ی تبدیل  دیفرانسیلی معکوس  دنباله )}kk 

 :برابر است با 
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(3) 0

0

u( ) U( )( )k

k

x k x x




   

0وقتی که  0x  شود:باشد، آنگاه تابع  فوق بصورت  زیر تبدیل می 

(4) 
0

u( ) U( ) k

k

x k x




  

 تبدیل دیفرانسیلی یک ب عدی همانند  دیگر مباحث  ریاضی، از تعدادی قضیه تشکیل شده است که حل  معادلات بر مبنای این قضایا

 نمایش داده شده است. 1در جدول های این روش در فضای یک ب عدی تعدادی از پرکاربردترین قضیه گیرد. در ادامه،صورت می

 

 [31]  :  برخی از قضایای روش تبدیل دیفرانسیلی 1 جدول

 تابع اصلی تابع تبدیل یافته دیفرانسیلی

W( ) U( ) V( )k k k  w( ) u( ) v( )x x x  

0

W( ) U( ) V( )
k
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k r k r

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
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   


 w( ) mx x 
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w( )
d x

x
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 آزاد سطح  با ب عدی یک ستون  -2-2

در بالا و پایین  pکه فشار، زمانیhتوزیع شده در ستون آب با ارتفاع pشود، هد فشاریمشاهده می 1همانطور که در شکل

 باشد، نشان داده شده است:شامل محیطی متخلخل می و قسمت تحتانی ستون آب معین ،ستون آب

 
 [32]: ستون  آب یک ب عدی با سطح  آزاد نامشخص 1شکل

مطابق با پژوهش صورت  زیر به است،  سطح آزاد نشت و یا به عبارتی ایستابی آب در آنهدف از طرح آن، یافتن که  1ی شکلمسئله

 :گردد، بیان می[32]بردت و توبیتا 

(5)  

2
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2

d 1 d
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 :بوده و لذا به چهار شرط مرزی نیاز دارد دوی ی فوق شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبهبینیم، مسألههمانطور که می

(6)  
*

0 at 0

at

p y

p p y h

 

 
 

صفر در سطح بالا و مجاورت هوای آزاد و فشار معین انتهایی ستون آب بوده و دو شرط دیگر، شروط مرزی بیان شده، شامل فشار

 باشند.شروط پیوستگی در محل تلاقی محیط متخلخل و آب می

*رو به پایین و  yبا فرض اینکه مختصات 
h p صورت زیر است:به بوده، حل  بدیهی فیزیکی مسئله 

(7)  
*

* *

0p y h p

p p y h y h p

   


    

 

سپس نشان خواهیم داد نتایج روش فوق در تعامل  پردازیم.تبدیل دیفرانسیلی مسأله فوق می به روش به بیان حلبعد،  هایدر بخش

 بسیار خوبی با نتایج روش تحلیلی خواهد بود. 
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 حل  مسأله به روش  تبدیل دیفرانسیلی -3-2

1(، برای مقادیر4ی )تعریف روش تبدیل دیفرانسیلی در رابطهطبق  2,p p  که به ترتیب فشار در قسمت فوقانی و تحتانی )محیط

 خواهیم داشت که: متخلخل( هستند

(8) 
2

1 1 1 1

2

2 2 2 2

( ) (0) (1) (2)

( ) (0) (1) (2)

p y P P y P y

p y P P y P y

   

   
  

1(، 8باید دقت نمود که در روابط ) 2( ) , ( )p y p y ،که در سمت چپ معادلات هستندp اصلی ی توابع کوچک بوده که نشان دهنده

1و مقادیر 2(0) ,..., (0) ,...P P در سمت راست معادلات، باP ی دیفرانسیلی ی تبدیل یافتهشوند که نشان دهندهبزرگ نوشته می

دیفرانسیلی گرفته  یلی فوق تبد، باید از دو معادلهDTMبا استفاده از  (5ی )رابطه مسأله در حال برای حل  معادلات  تابع اصلی هستند.

p) ی دومشود. از ضابطه ) گیری از رابطه برحسب، با دو بار مشتق1و طبق روابط تعریف شده در جدول شروع کردهy :داریم 

(9) 2( 2) ( 1) ( 2) 0k k P k     

 توان نوشت:می kبا جایگذاری مقادیر  مختلف 

(10) 

2

2

2

0 2 (2) 0

1 6 (3) 0

2 12 (4) 0

k P

k P

k P

  

  

  
 

توان نتیجه گرفت که شوند، میضرب می 2Pبا مشاهده روند  فوق و با توجه به این موضوع که عددی ثابت در مقادیر  مختلف 

2 2 2 2(2) (3) (4) ( ) 0P P P P n       بوده و تنها دو مجهول
2 2(0) (1)P P توان مانند. پس طبق  تعریف، میباقی می

 ی دوم را بصورت  زیر نوشت:بسط  ضابطه

(11) 2 2 2( ) (0) (1)P y P P y   

و  ی اولگرفتن  تبدیل دیفرانسیلی از معادله با ،yبرای مشتق اول و دوم نسبت به ،1در جدول موجود، با توجه به روابط بطور مشابه

pی دیفرانسیلی در ، تبدیل یافتههاترکیب آن   خواهیم داشت: ،5معادله 

(12) 
1 1

1
( 2)( 1) ( 2) ( 1) ( 1)k k P k k P k


     

 

 

)1توان مقادیر  مختلف ی فوق، میدر معادله kجایگذاری مقادیر  مختلف همانند  قبل با  )P y :را بدست آورد و نوشت 

(13) 

1 1

1 1 1 12 2

1 1 1 13 3

1 1 1 14 4

1 1
0 (2) (1)

2

1 1 1 1 1 1
1 (3) (2) (1) (1)

3 2 3 3!

1 1 1 1 1 1
2 (4) (3) (1) (1)

4 2 3 4 4!

1 1 1 1 1 1
3 (5) (4) (1) (1)

5 2 3 4 5 5!

k P P

k P P P P

k P P P P

k P P P P



  

  

  

   

       


       
 

       
  

 

)1ی روند  فوق و ارتباط بین هر کدام از مقادیر با مشاهده )P k توان نتیجه گرفت که:به مقادیر  قبل از خود، می 
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(14) 
1 11

1 1
( ) (1)

!k
P k P

k 
   

 زیر بازنویسی کرد: یبازشده توان بصورترا می ( برای قسمت اول آن8)رابطه  بسط  تابع  مجهول

(15) 2

1 1 1 1 1( ) (0) (1) (2) ( ) kP y P P y P y P k y      

 نوشت:( میتوان بصورت خلاصه 14باتوجه به رابطه بدست آمده در )و یا 

(16) 1 1 1 1 1
2

1 1
( ) (0) (1) (1)

!

k

k
k

P y P P y P y
k






     

P(1)1(، ابتدا مقدار 15ی )سیگما در رابطهبا بکارگیری قضایای ریاضی در مورد  y  داخل سیگما برده و سپس یک واحد از مقدار را به

 توانیم بنویسیم:پایه آن سیگما کم کرده و می

(17) 1 1 1 1
1

( ) (0) (1)
!

k

k
k

y
P y P P

k






    

1به چهار مجهول   DTMی فوق با تا اینجا مشخص شد که حل  مسئله 1 2 2(0) , (1) , (0) , (1)P P P P  وابسته است که این چهار مجهول

 ( بدست خواهند آمد.1با چهار شرط  مرزی طبق  شکل  )

معروف هستند که  در روش تبدیل دیفرانسیلی 1ی بازگشتی( به رابطه12( و )9مده در )بدست آلازم به ذکر است که روابط 

باشند. روابط ی مذکور میحول نقطه آن تابعر بدست امده تبدیل دیفرانسیلی در ی ارتباط میان تابع اصلی و مقادیدهندهنشان

ها با توجه به اینکه روش بر پایه بسط ستند چون بدست آوردن آنبازگشتی در روش تبدیل دیفرانسیلی از اهمیت بالایی برخوردار ه

 .(البته پس از اعمال شرایط مرزی)تیلور توابع است، یعنی رسیدن به پاسخ نهایی مسأله 

)1حال به سراغ  اعمال  شرایط  مرزی برای یافتن  مجهولات  معادلات  فوق، با درنظرگرفتن  این موضوع که شرط  )P y   در قسمت فوقانی

2ستون  آب و شرط  ( )P y رویم.در قسمت  پایینی آن اعمال شود، می 

0yپس از اعمال شرط مرزی بالایی در را اعمال کرده و ـ(6ی)رابطه ـ ابتدا دو شرط  مرزی  بالایی و پایینی ستون  آب  ،

1(0) 0P   دربدست آمده و با اعمال شرط مرزی پایینیy h  ،که در محیط متخلخل موجود است*

2 2(0) (1)P P P h  

 بدست خواهد آمد.

1یی برابر بودن دو رابطهکه بیان کننده حال به اعمال  شرط  مرزی در محل  مشترک آب و محیط  متخلخل 2,P P در ارتفاع سطح آزاد

d با مقدار :است، پرداخته و خواهیم داشت 

(18) 1 2( ) ( )P d P d  
 
 

 توان نوشت:می d( در ارتفاع11ی )استفاده از رابطهبا 

(19) 2 2 2( ) (0) (1)P d P P d     

*دانیم کهاز مراحل  قبل می

2 2(0) (1)P P P h  توان ، مینویسی( و خلاصه19)ی در رابطه این عبارت است. بنابراین با جایگذاری

 آن را بصورت  زیر بازنویسی نمود:

(20) *

2 (1)( )P P h d   
 
 

                                                           
1 Recursive Formula 
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(0)1 استفاده از مقدار بدست آمدههمانند  قبل، با  0P  در ارتفاع (17)ی از اعمال شرط مرزی و قراردادن آن در رابطهd  خواهیم

 داشت:

(21) 1 1 1
1

( ) (1)
!

k

k
k

d
P d P

k









 
  

 
  

ی زیر نیز باید برقرار باشد، به نتیجه جریان همچنین با دانستن  این موضوع که در محل  مشترک  آب و محیط  متخلخل، شرط  پیوستگی

 خواهیم رسید:

(22) 1 2,
P P

y d P
y y


 

   
 

 

1( برای17( و )11با استفاده از روابط بدست آمده در ) 2( ) , ( )P y P y گیری مرتبه اول نسبت بهو مشتقy ( از 22)یطبق رابطه

 شود: ها، نتایج زیر حاصل میآن

(23) 2 1
2 1

0

(1) ; (1)
!

k

k
k

P P y
P P

y y k





 
 

 


 

 

توان میدر محل مشترک آب و محیط متخلخل، ـ (22ی )رابطه ـ و اعمال  شرط  پیوستگی (23) ی فوقبا نتایج  بدست آمده از رابطه

 نوشت:

(24) 2 1

0

(1) (1)
!

k

k
k

y
P P

k





 
 

 

منجر شود، روابط  بین  مجهولات   حل تحلیلی به همان حل  دقیق  ارائه شده در بخش  DTM در ادامه، برای نشان دادن  این امر که حل 

1توان دریافت که عملا  سازیم. با اندکی تأمل میاین دو حل را روشن می 1 2(0)P c c  2و همچنین 4 2 3(0) , (1)P c P c  

 هستند:

(25) 
1 1 2

1 2 1 2

(0)

1
(1) (1)

P c c

P c P c


 



  


 

(0)1با توجه به اینکه 0P  1باشد،می 2c c  یبدست خواهد آمد. حال با استفاده از رابطه*

2 2(0) (1)P P P h   که از قبل

3یو قراردادن ضرایب تعریف شده بدست آمده 4,c c یرابطه ،در آن*

4 3c P c h  با جایگذاری مقادیرتیجه خواهد شد. ن 

2 3 1 2

1
(1) , (1)P c P c


  ( میتون آن را بصورت زیر بازنویسی نمود:24)یدر رابطه 

(26) 3 2

0

1

!

k

k
k

y
c c

k 





 
 

 

2برای با قراردادن مقادیر بدست آمده 2(1) , (0)P P 3برحسب ضرایب 4,c c، فاکتورگیری از عامل مشترک و ( و 19)یدر رابطه

 سازی آن، میتوان نوشت:ساده

(27) *

1

0

(1)( )
!

k

k
k

y
P d h P

k








    
 

 داریم: سازی( شد، پس از ساده21)یکه از یک سو منجر به رابطه مرزی  مشترک  آب و محیط  متخلخل چنین از شرط هم

(28) 

1

3

1

0
/

1 1 1
(1) 1 ( )

1

1
( ) ( )

! 2 12 72 e0

k

k y
k

y y y
P

k y 



  






 
        




 

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 توان نوشت که:می بصورت کلی برای مقادیر مختلف فشار ،وابط بیان شدهراز  P(1)1ی بدست آمده برایحال با جایگذاری  رابطه

(29) 

1

1 1

0 1

1 1

*

2

0 0 0 0

( ) 1
! !

( ) 1 1
! ! ! !

k k

k k

k k

k k k k

k k k k

k k k k

d y
p y p

k k

d d d d
p y P h y p

k k k k


 


   


 



 

 
   

   

  

     

  
  
  




      
                 

 

   
 

 

دست که در پیوست بصورت کامل ارائه شده است،  (ـ45)یرابطه ـ بنابراین، روش  تبدیل  دیفرانسیلی نیز توانست به حل  دقیق  مسئله

و معلوم  1با توجه به شکل شود.انجام می به روش تبدیل دیفرانسیلی ، حل  فوق برای نخستین بار است کهلازم به ذکر است که یابد.

,*بودن مقادیر ,h p محل سطح آزاد نشت در ارتفاع ،(28)یطبق فرض مسأله، پس از جایگذاری در رابطهd  از بالای ستون یک

 بدست خواهد آمد.  ، 1شکلبعدی آب 

 

 نتایج و بحث -3

 مسئله را بصورت زیر بازنویسی کرد: DTMباتوجه به حل فوق و جایگذاری موارد بدست آمده، میتوان حل 

10h، برای ستونی آب به ارتفاع ]32[ 1و روش فشار گسترده ]32[ با دانستن حل مسئله بصورت تحلیلی، فیزیکی m  و فشار

*حداکثر  5P m 0.5یو هد فشاری پایهm های فوق با روش تبدیل دیفرانسیلیروشی نتایج حاصل از ، به مقایسه 

 پردازیم:می 2مطابق جدول ـ(29)یرابطهـ
 های مختلفی نتایج بدست آمده برای فشار ستون آب یک بعدی در ارتفاع مشخص به روش: مقایسه 2 جدول

 )P )mفشار مقدار خطا نسبت به روش تحلیلی
 yارتفاع

 (m) 
تبدیل 

 دیفرانسیلی
 فشار گسترده

 دیفرانسیلیروش تبدیل 
(DTM) 

 روش فشار گسترده
(EP) [32] 

 حل فیزیکی حل تحلیلی
[32] 

0/00 0/00 0/00 00/0 00/0 00/0 0 
00/0 00/0 0/0000143 00/0 00/0 00/0 5/0 
00/0 00/0 0053300/0 00/0 00/0 00/0 1 
00/0 00/0 015900/0 00/0 00/0 00/0 5/1 
00/0 00/0 044700/0 00/0 00/0 00/0 2 
00/0 00/0 23001/0 001/0 001/0 00/0 5/2 
00/0 -0/001 360003/0 002/0 003/0 00/0 3 
00/0 -0/003 149009/0 006/0 009/0 00/0 5/3 
00/0 -0/005 885024/0 019/0 024/0 00/0 4 
00/0 -0/011 660067/0 056/0 067/0 00/0 5/4 
00/0 -0/0016 934183/0 167/0 183/0 00/0 5 
00/0 00/0 5/0 5/0 5/0 5/0 5/5 
00/0 00/0 1 1 1 1 6 
00/0 00/0 5/1 5/1 5/1 5/1 5/6 
00/0 00/0 2 2 2 2 7 
00/0 00/0 5/2 5/2 5/2 5/2 5/7 
00/0 00/0 3 3 3 3 8 
00/0 00/0 5/3 5/3 5/3 5/3 5/8 
00/0 00/0 4 4 4 4 9 

                                                           
1 Extended Pressure 
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00/0 00/0 5/4 5/4 5/4 5/4 5/9 
00/0 00/0 5 5 5 5 10 

 

های دیگر از دقت قابل توان دریافت که روش تبدیل دیفرانسیلی در مقایسه با روش، می2باتوجه به مقادیر بدست آمده از جدول

ها از دقت ی فوق نسبت به دیگر روشالبته باید توجه کرد که حل فیزیکی مسئله است. برخوردار بوده نسبت به روش تحلیلی قبولی

از حجم کمتری از محاسبات برخوردار  (DTM) کته را باید در نظر گرفت که حل به روش تبدیل دیفرانسیلیپایینی بهره برده و این ن

)یا مقادیر  2گردد. همچنین با توجه به شکلارائه می 2(، در شکل2جدول (هااست. در ادامه، نتایج عددی بدست آمده از این روش

متری از  5/5متر بعنوان هد پایه، میتوان دریافت که سطح آزاد نشت در فاصله  5/0(، با درنظر گرفتن مقدار هد فشاری بیش از 2جدول

 ( نیز قابل محاسبه است.28ی )این امر از قراردادن مقادیر معلوم در رابطه قرار دارد. 1بالای ستون آب شکل

 
 

0.5mبا در ستون آب یک بعدی به ارتفاع ده متر  و روش دیگر تبدیل دیفرانسیلیروش : مقایسه نتایج بدست آمده از 2شکل  
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0.1mدیفرانسیلی در ستون آب یک بعدی با و تبدیل  حل تحلیلیهای فیزیکی، : مقایسه نتایج بدست آمده از روش3شکل  

 

 

 

 
0.8mدیفرانسیلی در ستون آب یک بعدی با و تبدیل  تحلیلیحل های فیزیکی، : مقایسه نتایج بدست آمده از روش4شکل  

(، DTMو تبدیل دیفرانسیلی ) (Analytical، تحلیلی )(EPپیداست، حل به روش فشارگسترده ) 2-4الشکاهمانطور که از 

صورتیکه این انتقال در حل به روش فیزیکی بین سطح متخلخل وخشک و سطح مرطوب است در ی انتقال آرام ی منطقهدهندهنشان

بصورت شکسته بوده و باتوجه به این امر، حل به دو روش فوق، بیانگر محل دقیق سطح آزاد نشت همانند حل به روش فیزیکی 

و حل تحلیلی بر یکدیگر بیشتر منطبق های روش تبدیل دیفرانسیلی ، پاسخهمچنین میتوان بیان کرد که با افزایش مقدار  نیستند.

 گردند.می
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 گیرینتیجه -4

ی حاکم که معادله ی سطح آزاد نشت در ستون یک بعدی آب شامل محیطی متخلخلدر پژوهش حاضر، سعی بر آن شد تا مسأله

های موجود دیگر مانند حل فیزیکی و حل ، به روش تبدیل دیفرانسیلی حل گردد و نتایج آن با روشی لاپلاس استبر ان همان معادله

 باشند:مده از پژوهش حاضر به شرح زیر میهای بدست آبرخی از یافتهبه روش فشارگسترده مقایسه گردد. 

 های فشارگسترده و حل تحلیلی هایی بسیار نزدیک به جواب روشحل به روش تبدیل دیفرانسیلی قادر به تولید جواب

 باشند.است و این نتایج بخصوص در ستون فوقانی آب، بسیار دقیق تر از حل به روش فیزیکی می

 باشد، از حجم محاسبات کمتری نسبت به روش حل به روش تبدیل دیفرانسیلی که برپایه بسط سری تیلور تابع می

 روند زیتی است تا از بروز اشتباهات محاسباتی در طولانی شدنفشارگسترده و روش تحلیلی برخوردار است و همین م

 ده جلوگیری گردد.یچیمحاسبات پ

 های فشار گسترده و تبدیل دیفرانسیلی و همچنین روش تحلیلی، دارای ناحیه انتقالی آرام بین محیط خشک و روش

باشد. همین ه شکسته و ناگهانی میباشند که این امر در مورد روش فیزیکی، بصورت ناحیمتخلخل و محیط مرطوب می

های بیان شده، اشکارتر شود که محل دقیق سطح آزاد نشت، در روش فیزیکی، به نسبت دیگر روشموضوع باعث می

 تر تشخیص داد.گردد و بتوان آن را راحت

 

 فهرست علائم -5
P هد فشاری، m 

y ارتفاع، m 

  هد پایه، m 

 

 ب عدی یک آب ستون  تحلیلی حل  پیوست: 

، و مقایسه نتایج آن، در این بخش به حل تحلیلی مساله نشت در ستون یک بعدی آب DTMبرای اثبات درستی حل به روش 

 ( شروع کرده و داریم:5ی )از بخش  اول  معادلهایم. پرداخته

(30) 
2

1 1

2

d d1
0

dy dy

p p


    

ypی دو با جواب  عمومی همگن با ضرایب  ثابت  مرتبه ی خط یی دیفرانسیل  معمولی  فوق، یک معادلهمعادله Ae   است. با

 ( داریم: 30ی )جایگذاری  این پاسخ در معادله

(31) 2 1
( ) 0yAe   


   

0تواند صفر باشد. بنابراین با صفر قراردادن  پرانتز، دو جواب  بدیهی است بخش  اول نمی , 1    :به دست خواهد آمد. یعنی 

(32) 
1

0

1 1 2

y
yp c e c e    

 در نتیجه خواهیم داشت: شود.گیری  مستقیم حل میانتگرال( با دو بار 5ی دوم  )معادله

(33) 2 3 4p c y c   
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yهنگامی که d باشد، کهd  1خود مقداری نامعین در محل  اشتراک  دو مرزp 2وp یعنیp   است و باید از پیوستگی  توابع

p  درy d 1توان معادلات  بدست آمده برای مقادیر بدست آید، میp 2وpصورت  زیر نوشت:را به 

(34) 1 3 4p c d c     

 

(35) 
2 1 2

d

p c c e      

pکند در محل  پیوستگی  مرز که بیان می  توانیم بنویسیم:است، می 

(36) 1 2p p

y y

 


 
 

 ها خواهیم داشت:و برابر قراردادن آن y( نسبت به35 -34گیری مرتبه اول از معادلات )با اعمال  شرط  فوق یعنی مشتق

 

(37) 3 2

1
y

c c e 




 

 

0y( داریم که اگر 5ی )از معادله   0باشد آنگاهp  یدادن شرط  فوق در معادلهباشد، پس با قرارمی
1

p :خواهیم داشت 

(38) 1 2 0c c 
 
 

y( داریم که اگر 5ی )چنین دوباره از معادلههم h  در نظر گرفته شود آنگاه*
p p دادن شرط  فوق در باشد، پس با قرارمی

ی معادله
2

p :خواهیم داشت 

(39) *

3 4p c h c 
  

 توانیم بنویسیم که:طور خلاصه میآمده، بهدستبه 4cتا 1cبا توجه به معادلاتی که برای ضرایب  

(40) 

3 2

1 2

4 3 2

1
( )c

d

d

c e

c c

h
c p c h p e c









 



 

   

 

 توانیم بنویسیم که:بدست آمده و می 2cبینیم، همه برحسب( همانطور که می34( و )35آمده در روابط  )دستبا جایگذاری ضرایب  به

(41) 1 2

1 2 2 ( 1)
d d

c c
c c e c e   
      

 در نتیجه:

(42) 2

( 1)
d

c

e 





 

 

3( برای40ی )با جایگذاری مقادیر بدست آمده از رابطه 4,c c ی زیر را بدست اوریم:( میتوانیم رابطه34ی )در رابطه 

(43) *

2 ( )
d

d h
c e p 

 
   

 

 

 1cتوان هر ضریب  (، می40ی )ها طبق رابطهو ارتباط بین آن cآمده برای ضرایب دست و همچنین معادلات  به  به این معادلهبا توجه 

 طور مستقل، همانند زیر به دست آورد:را به  4cتا
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(44) *

1 2 3 4; ; ;

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

d d

d d d d

e h e
c c c c p

e e e e

 

   

 
     

   
 

 

  

سازی آن به و ساده ( و همچنین تقسیم  طرف  راست بر43ی )معادله( در 44ی )آمده از رابطهدست سپس با جایگذاری ضرایب  به 

 رسیم: ی زیر میمعادله

(45) (1 )(1 )
d

d h p
e 

  




     

 

دانستیم که در محل  مرز  مشترک  که در ابتدا نامعلوم بود و فقط می dهمانطور که مشاهده گردید، با استفاده از حل  تحلیلی، مقدار 

1p 2وp مقادیر1(، طبق فرضیات مسأله شکل45ی )باتوجه به اینکه در رابطه( بدست آمد. 45ی )است، طبق  رابطه ،*, ,h p  

دست یافت. همچنین تمامی ثوابت  مجهول  موجود در پاسخ و توابع   dها میتوان به مقدار مجهولمعلوم هستند، با جایگذاری آن

 بدست آمدند. 1شکلمجهول  فشار در هر دو بخش  
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